
19 6 7

T03I IBI, иып. 5^
Э К О II О М к к А
И М А Т Е А Т II Ч Е С К II Е МЕТОД Ы

О НЕКОТОРЫХ СОВРЕМЕННЫХ НАПРАВЛЕНИЯХ
В МАТЕМАТИЧЕСКОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ

Е. Г. ГОЛЬШТЕЙН, С. М. МОВШОВИЧ

(^[ocl{вa )

Математическое программирование — дисциплина прикладной матема
тики. Поэтому, естественно, что в наибольшей степени ее развитие стиму
лировали различного рода практические приложения,  в частности, прило
жения к экономике. Однако определенное влияние оказывают на матема
тическое программирование, особенно в последнее время, и некоторые
чисто математические проблелхы, связанные в основном с задачами nei^Jiac-
сического вариационного исчисления. Особое внимание в связи с практшю-
скими задачами уделялось методам решения липейпых задач большого
размера, оощпх и специальных задач выпуклого программпроваипя, много-
экстремальных задач, задач стохастического и дискретного программирова
ния. Разрабатывались теория и методы решения задач математического
программирования в функциональных пространствах.

В настояш;ей статье мы не стремились охватить все эти направления,
а в пределах каждого направления — все или даже основные полученные в
последнее время результаты. Рассмотрены лишь три важных для экономи
ческих приложений вычислительных аспекта математического программи
рования: 1) методы решения лпнейпых задач большого разлхера; 2) методы
анализа миогоэкстремальных задач; 3) методы целочисленного лпнейпого
программированпя.

Заметим, что подбор материала в какоп-то степени отражает интересы

I

авторов и их мнение о перспектпвности указанных исследований. Одна
целей статьи — побудить к дальнейшим исследованиям в затронутых здесн
направлениях математического программирования.

из

1. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ ЗАДАЧ БОЛЬШОГО РАЗМЕРА

В настояп]:ее время общие конечные методы линейного программирова
ния можно считать достаточно хорошо отработанными как в теоретическом,
так и в алгоритмическом плане.

Это относится в особенности к методу последовательного улучшения
плана (симплексному методу), послужившему основой для ряда эффоктпв-

программ. Поэтому, если размеры задачи линейного про
граммирования и объем оперативной памяти ЭВМ допускают эффективное
использование общих методов, не имеет смысла тратить усилия на построе
ние более экономных алгоритмов, базирующихся на учете специальпои
структуры задачи. Однако многие практические линейные задачи экономи
ческого происхождения не удовлетворяют этому требованию и в то же вре
мя имеют достаточно простую структуру. Вот почему получили большое
распространение так называе.мые специальные методы линейного програм
мирования, разработанные для численного анализа таких линейных задач,и ли. Недостатком

ных машинных

как транспортные, распределительные, трехьгадексные
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подобных методов является прежде всего их узкая направленность. Доста
точно, например, пзмеппть пли добавить хотя бы одно ограничение задачи,
как она перестает быть транспортио!! пли распределительной, п соответст-
вующпы специальный метод оказывается неприменимым. С расширением
крута прилоя^ент! моделей линейного программирования настоятельной
необходимостью стало создание методов, которые, с одной стороны, имели
бы достоинства специальных (достаточно полный учет специфики задачи),
а с другой — были бы в значительной степени лишены основного недостат
ка последних (узкая направленность). Первьт шаг в разработке методов,
занимающих промежуточное положение между общими п специальными,
был сделан Данцигом и Вулфом [1], предложпвшимп свой теперь ул^е ши
роко известный принцип разложения. Метод Данцига  — Вулфа прплгеншг

достаточно широкому классу линейных задач вида
шах

к
(1)(с , сс)
(2)Ах = Ь,
(3)

(4)

Здесь А и —матрицы с т строками, п столбцами “ ^
столбцами соответственно; Ь = {Ои Ог, . . . , um) , с«)—вектор-
X = {хи ^2, ● ● ● , — векторы-столбцы, с — (Cl, С2, ● ● ● »

с п X. Предпо-п

— скалярное произведение векторов

лагается, что матрица имеет специальную структуру,
тающую анализ линейной задачи с ограничениями (3), (4). Иапример,

иметь блочно-диагональный вид:

cTpoita; (^с,х) =

может
(1)А I

о

(1)о  о .4;

состоит из т, и с условиями

““со№ м^рХ'усяоьий иеко-
следовательно, к за^

’  11 специальный
соответствующш!

где матрица
случае (рассмотренном Данцигом
(3) (4) распадается, очевидно, на v задл i

Матрица может ^“транспортпой, л
торой специальной задачи, напР™^Р
даче с огранпчениямп (3) и (^) “Р Поинцип разложения Данцига Вул
йетод, например метод задачи (1) - (4) путем решения
фа дает возможность получить решение д^ ^ дальнейшем методы
ряда линейных задач о отраничениями ( „етод разложения,
такого типа получили название бло ш ^ зра^хность. во многих случа-
песмотря па свою иетинеок^о стро вычислительному процессу,
пх приводит к крайне достаточно широкого распространения в вы-
В  связи с этим он “ Д исследования, связанные с блочны-
числительпои нРа™ рдвлены^гладным образом на получение более эф-

фекГвных“’ыч4лительных алгоритмов блочного типа. Весьма нлодотвор-

п
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нып здесь оказался двойственный подход к анализу задач блочной структу
ры, позволивший развить достаточно общие принципы формпрованпя
методов блочного программирования. Мы осветим здесь лпшь общие конту
ры этого подхода, имеющего весьма прозрачный геометрический смысл
(подробное изложение см. в [2]).

Введем в рассмотрение функцию

/{Х)= sup (сл,д:)-1-{ЬД),

где G — многогранное множество точек х, удовлетворяющих условиям (3),
(4); с\ = с — ХА, Х= (^1, Яг, ...,/vm). Будем для простоты считать, что
G — ограниченное множество, т. е. вьшуклый многогранник. Тогда в любой
точке Я функция/(?.) принимает конечное значение. Легко показать, что
/(Я) - кусочно-линейная, вьшуклая вниз функция. Решение задачи (1) —
(4) сводится к минимизации/(Я), причем точка Я*,  в которой/(Я) дости
гает минимума, ямяется вектором оценок условий (2), Обозначим через R
дшожество точек Я = (Яо, Я), расположенное в (лг -f- 1)-мерном простран
стве, для которых Яо ^ / (Я). Переход к пространству точек Я дает возмож
ность, в частности, отчетливо представить себе геометрпю различных блоч
ных методов. Обратимся, например, к методу разложения, считая для со
хранения геометрической наглядности, что ттг = 2, т. е., что Я = (Я1, Яг) —
точка плоскости.

Проведем через произвольпые три грани поверхности Яо = / (Я) плоско
сти П], Пг, Пз и точку их пересечения обозначим через X' = (?V, Я^). При

грани следует выбрать таким образом, чтобы трехгранный конус, обра-
плоскостяйш Пг (i = 1, 2, 3), содерн<ал множество R, а гори

зонтальная плоскость, проходящая через вершину конуса, была для него
опорной.

Если Яо =/(Я'), то Х'~Х*—искомая точка минимума.  В противном
случае (Яо <[/(Я*)) выбирается плоскость, проходящая через некоторую
грань множества Я, содержащую точку (/(Я'), Я'),  и заменяется одна из
плоскостей Пг. Новая тройка плоскостей определяет новую точку пересече
ния Я = (Яо", Я"), причем в невырожденном случае Яо" > Яо'. Процесс
продолжается до тех пор, пока очередная точка пересечения окажется на
поверхности Яо = /(Я).

Как видим, в процессе минимизации функции / (Я) методом разложения
промежуточные точки расположены под поверхностью Яо = /(Я). Методы,
основанные на непосредственной минимизации функции /(Я)
движением по самой этой поверхности. Общая схема непосредственпои
нпыизации функции / (Я) состоит в следующем.

Пусть X' — произвольная исходная точка. Направление I' назовем под
ходящим для точки если /(Я' -j- Q'l') < /(Я') при некотором
некоторый сдвиг вдоль I' приводит к убыванию функции / (Я). Допустим,
что нам известен способ Т, который позволяет выбирать подходящее на
правление, либо фиксировать, что множество этих направлении пусто, ис
пользуя способ Г, выберем подходящее направление
подходящих направлений оказывается пустым, то, очевидно^,
то

этом
зованныи

связаны с
ми-

0' > О, т. е.

чка минимума фупкшш /(Я)). Далее перейдем от точки
Я -Ь 0 /. Выбор числа 0^ > О (длины шага) производите Р

некоторого способа Е. Итак, процесс минимизации функции М * тТрппттй
ется из ряда итераций, каждая из которых состоит из т. —
этап — выбор подходящего направления — связан
вычисление длины шага вдоль выбранного направления „ тм-р
при помощи способа Е. Способы Т жЕ могут меняться от итерации ите
рации. Варьируя способы выбора подходящего направления и длины шага,

(5)

I
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МОЖНО па основе оппсанной схемы получать различные блочные методы.
Еслп, nanpmiep, походная точка К' — проекция пекоторой вершины множе
ства R\ I' выбирается среди проекций ребер R, выходящих из вершины
;/= (/(?/),;/); 9' вычисляется из условия перехода в соседнюю с TJ вер
шину R, то получаем блочный аналог метода уточнения оценок (двойствеп-

метода). Заметим, что метод разлож:ення — блочыьпг
аналог метода улучшения плана. На основе данной схс.мы можно получить
также блочные аналоги остальных конечных методов линейного дрограм-

пого симплексного

мироваиия.
КаждьЙ! из этих методов базируется на использовании в течение всего

процесса фиксированных способов Т и Е. Отмеченное об
стоятельство является, видимо, главной причиной, порождающей их основ-
iioii недостаток — медленную сходимость вычислительного процесса, оэто
му представляется естественным увязать ®ь1бор способов “  с ходом
самого процесса решения. В настоящее время в ЦЭМИ АН
работа по составлению машинной программы, основанноп на г „
мишгмпзацнп функции/(Я). Выбраны две пары способов „„„ „„п
которых эффективна в начале процесса, а другая лучше
использования в достаточной близости от искомого
реключенпя с одного режима работы на другой будет определ
цсссс решения самой машиной. Вопросы, связанные с построен '  _ '
схем блочного программирования, еще недостаточно разраг)Отаиы.
вашгя в этом паправлеинп должны быть продолжены.

Кроме описанного выше подхода, основаппого на
рсшсиия задач линейного программирования вида
также специальные алгоритмы [3—5J, основанные «ттоигт ттrт^nлтчv-

"е^Сного улучшения планка. В этих --р^ымах ^е*
ется для более экономного (в каждыГитерации всей необходимой
плана) хранения и пресоразоваиия на с Д в^отличпе от алгоритмов,
информации. Естественно, что в д осуществляется по опорным
рассмотренных выше, движение к оптимуму ос^щ
планам исходпой задачи. методов решения задач лпнеи-

Остаиовпмся теперь еще на одной гру . щд^спедпальпои струк-
программпроваппя большого размере, с итеративных
й. Речь пойдет о методах, основанных

вычислительного

пдеях разложения, для
(1)—(4) разработаны

методе последова-на

ного
турои
процессах решения матричных игр. задач линейного програм-

^ Известная связь между парами любой метод ре-
мировашш и матрпчиыми играми достоинство итеративных
шепня игр для анализа лппениых ‘ ^ фоп-Неймана состоит в тш ,
алгоритмов теории игр типа методов Брс ^ ‘ ^^„фованпя связано е хра
что их применение к задачам ^"задачи, записанных  в ном-
пением и преобразованием .^левые элементы таблицы, отве
нактпоп форме (фиксируются п расположепип в
чающей Aannoii задаче, и ^ифор^Д игровых методов позволяет n(xj\on

Отмеченное свойство итератив! > - эффективного анализа задач
ся на возможность ^^сио-льзования матрицами {в частности
больших размеров со слабо запо
задач типа (1) — (4)). ^ ^ краппе медленная сходимость ите-

Препятствпем этому до следований последних лет, направлеи-
ратпвиых процедур- „ррпвых алгоритмов (па некоторых из пих
пых на ускорение сходимости i i „др для оптимистических прог-
ыы вкратце процедур.
ПОЗОЕ в пользу 06™“'- сущность птеративного метода решеппя мат-

Напо“'™м^Р™;”с„„ого Брауном, предполагая, что читателю знакомы

ДЛЯ

ричпых игр
методы, Кг 59 Экономпиа и математпч,
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элементарные понятия теории матричных игр. Предположим, что необходи
мо найти оптимальные смешанные стратегип игры, определяемо!! матри
цей В. Процесс вычисления этих стратегии методом Брауна складывается
из ряда однотипных итераций. Если считать, что к  — 1 итерации уже про
делано и в результате получены смешанные стратегии хь.~\ и уп-\. 1-го п
2-го игроков, то течение /с-и итерации происходит следуюш,пм образом.
1-й игрок выбирает одну из своих чистых стратегий, скажем, хк, обеспечи-
ваюп^их ему максимальный выигрыш в предположении, что 2-й игрок при
меняет смешанную стратегию Новая смешанная стратегия хь 1-го
игрока определяется формулой:

1 k-i
Xk 4Xh = Xk-l-к к

Затем 2-й игрок выбирает свою чистую стратегию уь таким образом,
чтобы обеспечить минимальный выигрыш партнеру, считая, что последншг
использует смешанную стратегию Xh. Новая смешанная стратегия ук этого
игрока вычисляется по аналогичной формуле:

1 k-i
Ук = ~гУьк Ук~ик

Формулы, определяющие процесс решения игры методом Брауна, удоб
но записать так:

Xh = 'KkXk-\- {i — Xk)xk-u Ук = [Ч}1Ук-\- (1 —

где Xh= [ik~ i I к.
Этот эквивалентный вид формул, управляющих процессом, сразу же на

водит па мысль о возможности следующей модификации метода Брауна.
Естественно предположить, что медленная сходимость алгоритма Брауна
связана с тем, что программа изменения чисел Xh и [ik задана заранее и со
вершенно не связана с ходом вычислительного процесса. А что, если не фик
сировать заранее последовательности чисел {Х^}, {ц^}, а вычислять их на
каждой итерации?

В [б] было отмечено, что в процессе решения игры методом Брауна
на1глу^!шпе чистые стратегии Хк и уи остаются неизменными на протяже
нии ряда итераций. Это позволяет «склеить» некоторую последовательность
итераций и па каждой новой итерации соответственно вычислить значения
Xk и цу,. Для случая выпуклых игр при некоторых дополнительных предпо
ложениях (которым, к сожалению, не удовлетворяют матричные игры),
в [7] показано, что для сходимости процессов, аналогичных процессу
на, достаточно, чтобы числа {A-ft}, {д-а} удовлетворяли условиям к~^ ,

NN
классоо. Некоторый

2 A/1-VOO, 2 р/1 при NО при к

процессов решения матричпых игр исследовался в [8] .
Эксперименты, проведенные в ЦЭМИ АН СССР вычисле-

по иесколь-

ким модификациям метода Брауна, основанным на ^ можно сущест-
ния текущих значений Xh и ць, показали, что таким дХикадип
пенно ускорить сходимость процесса. Отмеченные мод
Брауна подобно самому методу Брауна на каждом nia (векторы

метода
к пзме-

пению только одной компоненты текущей смешанной —
Xh и ук содержат лишт. по одной единице, дщднных стратегий
нули). представляется, что выбор в качестве хь и ул. с

со00 и
fe=l



СОВРЕМЕННЫЕ НАПРАВЛЕНИЯ В МАТЕМАТИЧЕСКОМ ПРОГРАММИРОВАНИИ 771

игроков, связанный с анализом игры, которая порождается некоторой под-
матрице!! матрицы В сравнительно небольших размеров, может еще более
ускорить сходимость итеративной процедуры. Заметим, что решение вспо
могательных игр следует осуществлять при помощи мало трудоемких при
ближенных приемов.

Приведем еще одно соображение, реализация которого, как нам кажет-
эффектпвность итеративных методов игр. Как показы-ся, может повысдть

паст вычислительный опыт, большинство компонент текущих смешанных
стратегий, отвечающих нулевым компонентам оптимальных стратегии, до
вольно быстро становится сравнительно малым. Представляется целесооб
разным, обнаружив это, положить их равными нулю,  а остальные колшо-
пепты попытаться определить путем решения системы линейных (вооОще
говоря, несовместных) уравнений одним нз известных итеративных м®то
дов. В процессе решения системы следует следить за знаками неизвестных.
Как только выявится неизвестное, имеющее тенденцию стать
яым, необходимо вернуться к исходной итеративной процедуре Р
игры. Есть основания предполагать, что намеченпыи симопоз м J Д Р^^
шения игр II несовместиых систем линейных уравнении позв . Р
еще более эффективные игровые алгоритмы.

Возможности итеративных алгоритмов еще далеко не псчерпань!
этому дальнейшие исследования, направленные на совершенствование
дативных методов анализа задач линейного программирования, предст
ляются нам весьма актуальными и перспективными.

. По-
ите-

2. СТАТИСТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ
АНАЛИЗА МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧ

к сожалепшо, не асе задачи математического
-отпшис В народнохозяйственной практике, в планировании и управлениишштшшш

ствешю, круг требуется найти макслмум (если он
дем случае задача состоит ™ “„„ззо„ьноы же множестве в
существует) произвольного “ о^методах решения задачи в
„-мерном эвклидовом содержательного, по-видимо-
такой общей постановке и ее ™/“^„дько на двух частных типах
му, сказать нельзя. Мы ™ „ в которых множество
лодобных задач. К первому а шшимизируемыи функ
полустимых планов — выпуклый много р гр’ „р задачи, как правило

цпопая является выпуклой ^^^Доэ^ому опи относятся  к числу мно-
обладают локальными экстремумашь ^ откосятся задачи целочисленного
гоэкстремальиых задач. Ко J функциопал линеен, а множество
линейного программирования в множество выпуклых мно

в практике планирования вьшускаемой продукции достато шо
издержки производства па Д Хорошо известным важным при-
быстро падают с ростом задача размещения производства. Приве-

деГее мГм"кучо формулировку в простейщем слггас-ТП

(6)/и= 3 3. min
i=ii=l 3=1
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т

Xi ,● = Ь;л (7)
1=1

п

(8)j = 1, . . . ,/7?.,
J=1

(9)г = 1, . . . , ?п,

fi{x) —выпуклые вверх функции, папртшер:

di -{- С{Х^ х> О
f

,

х = О,i{x)= I (10)о
где > о, i = 1, . . . ,т.

При описании этой задачи естественно использовать экономическую
терминологию, связапну]о с размещением производства. Заданы объемы по
требностей {bj} в некоторой продукции в пунктах потребления j = i, . . . ,п.
Для удовлетворения этих потребностей необходимо организовать производ
ство продукции в т пунктах производства, причем в i-u пункте производст
ва объем производства может быть выбрап в пределах [Дг, Qi]. Вектор X =
= (^ь . ● ., , Хтпп) f удовлетворяющий условиям (7) (9), назы¬
вается планом. Величина Xij — поставка из i-ro пункта производства в /-й
пункт потребления. Если в плане X величина Xi > 0, то г-й пункт произ
водства называется функциоттрующим.

Хотя мпогоэкстремальные задачи привлекли вппмапие исследователей
не намного позднее, чем задачи выпуклого программирования, успехи в их
анализе существеппо скромнее. Трудность решенпя задачи объясняется
следующим. Все известные методы математического программирования  по-
разному реализуют одну идею. В некоторой точке (плане прямой, илидво!!-
ствеппои растиренной задачи) определяется подходящее направле
ние. Вдоль этого направления делается шаг определенной длппы, после
чего

, пли

процесс повторяется из пповь построенной точки

I

. Отсутствие подходя
щего направления в точке гарантирует ее оптимальность. В этом процессе
переход к новой точке производится на основе пнформацпп о поведении
целевой функции в достаточно малой окрестности текущей точки (локаль
ной информации). Если в малой окрестности даппой точки нет точек, в ко
торых значение функционала меньше чем в данной, т. е. нет подходящего
направления, процесс мпппмизации прекращается. Совершенно ясно при
этом, что данная точка является оптимальной в своей малой окрестностп,
т. е. локалыго-оптпмальпо!!.

В выпуклых задачах математического программирования гарантирует
ся, что локально оптимальная точка оптимальна па всем множестве планов^
т. е. является и глобальным оптимумом. Иначе обстоит дело в задачах ми-быть много ло-
нимизацшг выпуклой вверх фупкцпп. В такой задаче может сушест
кальпо-оптималыгьгх планов, в которых значение целевой д
венпо больше, чем в глобальном минимуме. Легко прпвестп пр *
тором все вершины многогранника условтх будут лока.и
мами.

Таким образом, в мпогоэкстремальных задачах отсутств
направления гарантирует лишь локальную оптимальност
щей точки, поэтому использование описанного процесса м  мпнимухМ
чиная с некоторой точки, приведет нас в какой-либо локаль ^ >
быть может, очень плохой.
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Для улучшения качества решения необходимо повторить процедуру по
строения локального минимума многократно, начиная  с различных исход
ных планов. Эффективным способом организации подобной процедуры яв
ляется метод случайного поиска.

Прежде всего следует отметить, что в задачах минимизации выпуклого
вверх функционала на выпуклом многограннике все локальные минимумы
достигаются в вершинах. Поэтому в процессе решения можно рассматри
вать лишь множество вершин, определяя на этом множестве понятия пла-

начинается с
на, окрестности, локального минимума.

Процесс минимизации выглядит так. Каждая итерация
того, что в соответствии с некоторым распределением вероятностей, задан
ным на конечном мпон^естве вершин, выбирается исходный план. Затем,
отправляясь от этого плана, каким-либо методом строится локально-опти
мальный план. Построением локально-оптимального плана итерация завер
шается. После этого процесс повторяется. Различные реализации описанно
го метода можно получать, варьируя распределение вероятностей, опреде
ление окрестиостп и метод лостроеппя локального минимума.

Поскольку в процессе мпипмпзацпп можно ограничиться лпшь рассмот
рением множества вершиц многогранника условий, то окрестность люоого
плана (опорного) задается некоторым конечным подмнояч'еством вершин.
Различные определепля окрестностп получают, по-разнодг\^ определяя пи-
иятие- соседства вершин и считая, что окрестность вершины образуется все-

пей соседгшмп. Наиболее естественным является обычное понятие се¬ми с
седства, когда соседними считаются вершины многогранника, лежащие на

ребре. Прпмепцтелыш к условпям (7) — (9) при Pi = О
~! что в соседних планах
каждый пункт потребле-

оказы-

одпом II том же его
и отсутствии ограппчеипп па Х{ сверху это означает,
различны ровно две поставки. (В опорных планах
пня снабжается ровно одним пунктом производства.)  В этой задаче
тртся полезным и другое определение соседства: планы называются сосед
ними если различны поставки из ровно двух пунктов производства. Ясно,
что так опредолештая окрестность содержит ему

ГГттт называется локалыю-мшшмальным, если соответствующее е >
целевой фупкцпп не превосходит значении целевон
пелево 15 ^ j определяет путч построения локально-оп-

значение
соседних с ним планах.всех

тпмалыюго плана. ^тттттмтчьпый необходимо
Чтобы убедиться в том, что план "“'^““-«^“““обпаружнвается

, все соседние с ним планы. Если при этом ^
пачппается просмотр его окрестиостп и т. Д-’
шагов „е будет достпгнут яокалвпо-оптшшж

вида ограничений

просмотрет!
лучши11 план, то
конечного числа

Возможность II удобство реализации различныхзавпепт о1множестве вершин существеннопостен на
мпогоэкстремалыюп задачи. ппбопа распрсделеппя перо

Рассмотрим различные возможные способы в Р Р J ^ отсутствии
ятностен на примере задачи с условиями (7)-(У) ПР
ограничений на Хх сверху,

является
на

равномерное в”процессе"итера-
получаемая в процессемиояГствеТершпп. Если это

miit такой поиск называется слепым, поскольку
:  ; : а пяформацпя не псполь^^^^ меняться в процессе счета, адаптж-

Распределонпе возможностей состоит в последоватоль-
руясь к “'^делсшш вероятностей от нторацпп к птеращш. Нож
ном Р““ш2ать вероятность выбора на данной птеращш планов,

панрпмер, „ у„т те пункты прошшодства, которые фуикцио-
В локалыю-оптималщюм плане, построенном на предшествующей

не

счета

но,
неу которых

нировалп



«

774 Е. Г. ГОЛЬШТЕЙН, С. М. МОВШОВИЧ

итерации. Еще один подход состоит в том, что заранее сужается число функ
ционирующих пунктов производства. Для этого на каждой итерации из все
го множества т пунктов производства случайным образом выбирается не
которое подмножество, затем с помощью описанных выше способов решает
ся задача меньшей размерпости. Такой процесс повторяется многократно.

Если проводится Л' итераций п вероятность выбора любой вершины на
каждой итерации огранпчепа снизу положительным числом, то при N
наплучшее найденное значение локального минимума /,у сходится по веро
ятности к значению глобального минимума. Выбор распределения вероят
ностей и адаптация в процессе решеипя могут значительно повысить ско
рость сходимости. Влпяипе выбора распределения вероятностей па эффек
тивность решения миогоэкстремальных задач исследовалась в ЦЭМИ АН
СССР ([10]) на примере задачи (6) — (10), в которой все pi = 0 и нет
ограничений на Х{ сверху. Исследования проводились для описанных выше
способов выбора исходного плана.

Естественно, что при росте времепи счета значения найденных различ
ными способами приблпжен1ш к глобальному минимуму будут различаться
все меньше и меньше. Поэтому эффективность различных методов разумно
сравнить между собой но средним наименьшим значениям целевой функ
ции, полученным при фикспровапиом и не слишком большом времени счета
при решешш большого количества однотипных задач. Проводившиеся
следоваипя показали, что при подходящей адаптации распределения веро
ятностей в процессе счета эффективность алгоритма увеличивается в сред
нем на 5—10%

оо

ис-

сравпепип со слепым поиском, причем тем сильнее, чем
сильнее задача отличается от линейной.

Примерно такие же результаты были получены для третьего способа
построения исходных планов (подробнее см. [10]).  В настоящее время на
основе проведепных исследований в ЦЭМИ АН СССР разрабатывается про
грамма, реализующая метод случайного поиска применительно к задаче
(0) — (9) и некоторым ее обобщениям.

Различные комбинации случайного поиска с процессом построения ло
кальных экстремумов описаны в работах [11—14]. В работе [15] указана
статистическая процедура решения одного класса многоэкстремальных за
дач путем последователт.ного сужения области определения. В работе [16]
предло/кены статистичеекпе методы минимизации функций при
ошибок в измерениях.

наличии

3. МЕТОДЫ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Решение задач целочисленного линейного
зано с большими вычислительными трудностями.

В связи с большой практической важностью этих задач им
внимания. Однако до сих пор нельзя сказать, что имеготс ф

пые методы решения для достаточно широкого класса задач.
В пародпохозяистЕепиом планнроваипн п управлении годится вы-

задачи возникают bchkhii раз, 1югда управляющему органу пр ^
оирать один из нескольких имеющихся вариантов
применить методы математшгеского программирования  к _
сов о строительстве крупных объектов, о выборе числа агрег задачи
объек

также свя-
программирования

много

целочисленные

решению вопро-
■атов па каждом

те, к задачам теории расписаний, раскроя и т. Д-, пор целые
в которых все или некоторые переменные могут припимат
значения.

свести многиеможноК целочнслешюму линейному программированию
певыпуклые задачи, в частности задачу (6) —* (10).
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В ряде целочпслениых задач весьма большие трудности возникают даже
при попытке построения хотя бы одного плапа. В практических задачах
экономики обычно какой-либо план построить нетрудно. Однако, как пра
вило, нет возможности определить, является ли данньпх план оптимальным.
Если даже известно, что данпьп! план не оптимален, ие существует, как
правило, регулярного способа последовательного перехода к лучшим пла
нам, приводящего в конце концов к оптимальному.

Для решения целочисленных задач применяются различные приблп-
●лсенные методы, методы улучшенного перебора вариантов, методы ветвей
и границ, методы отсечения, методы случайного поиска. Ниже мы кратко
остановимся лишь на двух последних методах.

Одним из наиболее развитых методов решения целочисленных задач яв
ляется метод отсечепия. Этот метод основан на следующей прозрачной
идее.

Рассмотрим задачу целочисленного линейного программирования
(И)f{x) = {с,х) max.
(12)

(13)О
(14)целые числа, г = 1, . . . ,Xi

Прежде всего решается задача (11) —(13). Если компоненты ее реше
ппя — целые, то тем самым решена задача (11) — (14). . . ..

Если решение задачи (11) — (13) не удовлетворяет условиям (1члточка
то строптся дополнительное линейное условие, которому, во-первых,
д,® но удовлетворяет, т. е. х^ перестает быть нлапом, во-вторых, удовлетво
ряют все целочисленные планы задачи (11) — (13).
^  Дополнительное ограничение добавляется к условиям (12), после че
чялача решается снова, п т. д. Идея подобного метода была
высказана Данцигом, Фулкерсоном п Дятнсоном в [17].
в 1958 г. Гомори ([18]) предложил способ построения
линейных ограничений, при котором достижение оптимального
(И)-(14) (если он существует) гарантируется за конечное чи
Если такого плана нет, это также выясняется за конечное

Хотя с помощью предложенных Гомори алгоритмов можно в  р
решить любую задачу целочисленного линейного программирован
чаются даже небольшие задачи, в которых число дополнлтельнь ^ число
пых ограничении, построенных по методу Гоморп, д^которых
целочисленных планов задачи (11) —(13). Таким образом, в
случаях метод Гомори менее эффективен, чем полный °®Р^° .^роенпя бо-
продолжаются псслсдовашгя с целью обнаружения ь^етодов
лее спльпых дополнительных условий для различных класса V .^^.^двного

В частности, в ЦЭМИ АН СССР псследутотся лочисленных
построения дополнительных ограничений для яекоторьтх д  g^biMn»

задач Р-мещен„зводсхва,^для^це^очр~ напеременными
последней задаче.

Вместо решения задачи
условиями (12), (13)дач с

планы за-
(11) — (14) строятся целочисленные

и
(15)f{x) ^ t

для некоторой последовательности значений t. Пусть тжМ соответственно
нпжняя п верхняя границы значений функции f{x) на
(13) Для того чтобы получить приближенное решение исходной задачи,
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отличающееся от оптимального ие более чем на е, необходимо решить не
более 2 [log2 — ”2-) / е] задач построения целочисленного решения
системы неравенств (12), (13), (15).

Такая оценка видна из следующего плапа решения. Преяще всего ре
шаем задачу для t = {М т) / 2. Если решения нет, переходим к значе
нию i = {М ^ т) / 4. Если решение найдено, переходим к t = ^4(^1-^ + т)
и т. д. Таким образом, задача (11) — (14) сведена  к решению последова
тельности задач отыска1гая целочисленного решения системы неравенств
(11), (12), (14). Каждую такую задачу будем называть ^-задачей.

Решенпе i-задачп ищется путем решения задачи лекспкографпческой
максимизации вектора

(16)= [Xi,X2, .. . ,Хп)X гаах

при условиях (12)~(14) и (15).
Вектор X лексикографически максимален, если д.дя любого допустимо

го вектора г/ первая нену.чевая компонента вектора х — у полончительна.
Для построения лексикографического максимума достаточно максимизиро
вать целевую функцию f (х) = xi. Если этот максимум равен xi°, то да
лее решается задача максимизации f"{x) = Х2 прп дополнительном усло
вии Xi = Xi® II т. д.

Решенпе задачи (12) — (16) осуществляется методом отсечения, т. е.
решается задача (12), (13), (15), (16). Если все компоненты вектора х
целые, то задача лексикографической максимизации,  а вместе с ней и соот
ветствующая i-задача решены.

Пусть теперь после/с-й итерации решения задачи (12), (13), (15), (16)
1-компоненты вектора целые, а О <С <С 1. Тогда стро-первые V

птся дополнительное лпнейное ограничение
v=l

3 [(1 - -h - xW)] + i-x^^i. (17)
;=1

Легко проверить, что план не удовлетворяет этому ограничению,
а любой план задачи (12) — (16) ему удовлетворяет. Ограничение (17)
добавляется к ограничениям (12), после чего снова решается задача (12),
(13), (15), (16) ((/с4- 1)-я итерация). После конечного числа шагов либо
будет построено решенпе задачи лексикографической макспмизации, лпбо
показано, что она не имеет решепия. Описанный алгоритм (подробнее см.
[19J) решает задачу лекспкографпческой максимизации не более чем за
2^ итерации (отметим, что для метода отсечения Гоморп никакие оценки
сверху для числа итерации неизвестны). Этот алгоритм, называемы!! 5-ал
горитмом, может применяться п для частично целочисленных г
нейного программироваппя.

Проводивщийся вычислительный эксперимент показал, что 5-алгоритм
в среднем эффективнее, чем циклический алгоритм Гоморп. Прп экспери
менте решались задачи небольшого размера (от 2 X  8 до 9 X зи;, все ко
эффициенты которых были целыми, равномерно распределенными на от
резке [О, 9]. В качестве характеристики эффективности рессматр^ лось
среднее чпсло дополнительных линейных ограничений,
цессе решения задачи каждого размера. Для циклического а  I
чпсло в 5—20 раз больше, чем для 5-алгорптма. ^пттггтттоттчтло

Рост эффективности объясняется тем, что очень часто до
ограничение типа (17) отсекает больший кусок многогранник ,  ‘ Р
нпчения, построенные по методу Гомори. Однако легко постропть приме
ры, когда ни один из отсекаемых кycI^oв не содержит другого.

задач лп-
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Несмотря на то, что Б-алгоритм и некоторые другие методы, реализую
щие идею отсечения, заметно эффективнее исходных алгоритмов Гомори,
скорость сходимости, обеспечиваемая этими методами, недостаточна для
решения задач даже среднего размера на современных ЭВМ. Поэтому в
последнее время уделяется большое внимание различным комбинаторным
методам решения целочисленных задач и методам случа^ого поиска.

Один из перспективных, на наш взгляд, методов случайного поиска, раз
работанный с участием сотруднш^ов ЦЭМИ АН СССР, описан в [20J. Рас
сматривается задача (11) — (I'l)» ® которой все переменные Xj принимают

либо О, либо 1. Так же как и в 5-алгоритме, вместо исходной ре
последовательность i-задач. Однако каждая i-задача решается сле-

значения
шается
дующим методом.

В качестве начального плана выбирается произвольная последова-
единид. Пусть на к-и шаге достроен вектор Вычис-тельность нулей и

ляются величины
{aj, — bj \

(
t — {c^xW)

(
, ОAi = шах. О. 1зДо = max bit

i= 1,
= min (Я, Дг, г = 0,1,..., тп), где

2ос?ояГнТяТвТбТается^"^^^^^ (0^)- В проводившихся расчетах
было принято я = 0,5.

Для построения плана для всех /
полагают

с вероятностью 1 — р,

о, если = 1

1, если = 0 J
с вероятностью р .

Процесс заканчивается
некоторого наперед «ь1бранного числа итер^ац^^^ М
исходит в точности так н<е, ^ на простейших задачах пока-
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I. ПРИЧИНЫ НЕУДОВЛЕТВОРЕПНОСТП ПРЕЖНИМИ МОДЕЛЯМИ

Пятидесятые годы были периодом большой активности зарубежных
экономистов в области построения математпческпх макро- и микроэконо-
мпяескпх моделей. Однако по мере накопления опыта все явственнее вы
ступало расхожденпе между возлагаемыми на эти модели надеждами и
получаемыми результатами.

Переход от теоретических разработок к выработке практических меро
приятий экономической политики обнаружил ограппченнзчо применимость
простых моделей, построенных с использованием принципов мультиплика
тора и акселератора. Эти модели предназначались для анализа в явном
виде динамических свойств систем на основе понятия статического или
динамического равновесия. Однако такой анализ требует достаточной прос
тоты системы, и главным образом линейности. Между тем простота моде
лей не позволяет использовать их для прогнозирования и выработки кон-
кпетной экономической политики, а усложнения, и особенно введение
тт^инейностп, делают невозможным анализ системы в явном виде. С дру-

стоиоиы при попытках проанализировать при помощи подобных мо-
ггРлей^конкретные экономические ситуации исследователи натолкнулись на
"ре"йную неустойчивооть решений при малых изменениях структур-
ных коэффициентов [1—4].

значение прогнозов, в особенности р д и алчнейших задач око
ло. Прогноз в настоящее “"®пологов, инженеров и т. д.; уже
номистов и статистиков, как впрочем Ц „теаслд науки «футурология»

употребление и название новой ^у^^рология
появились и ™aP"'»'’''“™ojjfj„^fcKoro прогнозирования

ГОИ

на основе прежних моделей

вошло в
(соответственно
требует коренного улучшения методики
на всех уровнях **. от^^ттмических советников президента США

Приведем пример. ^ ° .„оз иа 1-2 года вперед. Несмотря на
ежегодно делает
короткий срок прогноза, средняя поп

паботы. появившиеся в странах капитали-
* В данной статье Рассматриваю ^^Р^.^з^далось в обзоре Н. Е. Кобрипского и

стической системы О работах в CUO P Специализированные обзоры по

В оценке валового нацио-

Л М Матлипа в № 2 нашего журн даваться в последующих номерах,
различным проблемам моделир ^^^ сверадальним прогнозам (30-50 лет и более).

Большое ^Тематических моделях, а о статистической экстраполяции* *
здесь речь идет не о wai исследования, представляющие песомнен-но

1,^ГаД-™рассма?рпвак,тся.
10*


