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ТОМ переоценки на начало 1950 г. пересчитывались основные фонды на
1.1.1950 г., среднегодовыми общими коэффициентами переоценки — выбы
тие и сальдо передач, общими коэффициентами пересчета — ввод.

Достоинство этой схемы заключается в том, что появляется возмож
ность сравнения результатов. В самом деле путем прямой переоценки по
лучается база (1.1.1950 г.), а в дальнейшем добавляются (соответственно
вычитаются) пересчитанные приросты, сальдо балансовых передач и вы
бытия. В конце концов, мы подходим к 1960 г. и сравниваем объем основ
ных фондов на 1.1.1960 г., полученный в результате проделапного пере
счета с официальной цифрой переоценки на 1.1.1960 г. Этим методом были
пересчитаны основные промышленно-производственные фонды на 13 пред
приятиях (металлургических, машиностроительных, текстильных и лесо
заготовительных). Сравнение расчетной цифры основных фондов на 1.1
1960 г. с официальной цифрой переоцепкп на 1.1.1960 г., прииимаемоп за
100, дало следующие размеры ошибок; до ±3% у семи предприятий, от
~о ^ Д^ух предприятии, от гЬ5 до ±7% у двух предпри

8,1 /о па одном предирпятии и -f-11,3% — на одном предприятии.
Эти данные показывают, что несмотря на все упрощения и условности

точность пересчета оказалась достаточно приемлемой, а кроме того, кос
венно свидетельствуют о небольшой, по-видимому, погрешности в пересче
те отраслей промышлеииостп.

^ статистическом сборнике «Промышлепттость СССР» ЦСУ
СССР опубликовало динамику
что дало возможность сравнения.

Абсолютные величины индексов 1959 г.

/ИЛИ,

пересчета по отраслям промышленности.

по нашему пересчету отли
чаются от индексов ЦСУ СССР (принимаем последние за 100) следующим
образом; по черной металлургии — 4%, топливной промышленности — 1%,
электроэнергетике — 5%, машиностроению и металлообработке -|-1%. лес
ной, бумажной и деревообрабатывающей— 1%, промыш.лениостп строй

материалов— 11%,тельных
химической — 5 %, легко11 — 2 %, пище¬

вой — 2%.

О разнице в динамике основных фондов по всей промышленности не
приходится говорить, поскольку абсолютные величины основных фондов
промышленности в целом в разработке ЦСУ СССР, содержащей отрасле
вую расшпфровку и использованпой для пересчета и разработки, по дан
ным которой ЦСУ СССР публикует динамику основных фондов промыт
ленностп в целом, несопоставимы.

Произведенный пересчет
рода; тем более,

сущности первой работой такого
что сейчас заканчивается второй пересчет основных про

мышленно-производственных фондов по большему количеству отраслп'г
промышленности. Хочется надеяться, что деловое обсуждение изложенных
принципов и методов поможет дальнейшему совершенствованию цифровой
базы нашей эконолшческой

явился в

науки.

Поступила в редакцию
24 II 1967
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ЭКОНОМИКА
И Л1АТЕЛ1АТПЧЕСКНЕ МЕТОДЫ

МЕТОДЫ МИНИМИЗАЦИИ ФУНКЦИЙ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ *

(Обзор)

Б. Т. ПОЛЯК

(Москва)

1. Введение

Отыскание экстремума (всюду в дальнейшем для определенностп
нпмума) функции п переменных без огранннентц вероятно, одна ”Г
рейших задач прикладной математики. Более того это — одна из ва/кпеи-
шпх задач. Вот лишь несколько примеров чисто математтгческпх проблем.,
приводящих к копечномерной задаче па безусловный минимум:

а) оценка неизвестных параметров по экcпepп^гeнтaльпым данным ме
тодом наименьших квадратов или из прштципа максимального правдоподо
бия. В частности, такую задачу часто приходится решать в математической

математической модели по статп-

мп-
из ста-

эколомпке при определении параметров
CTinecKiiM данным прошлых лет;

б) решение системы алгебраических пли транссщндентпых уравнении
уравнений. Так, решение линеи-

■■ А э1«Бива-эквивалеитио лшнимпзации невязгат этих
ной системы Ах ~ Ь с положительно определенной матрицеп 
лентно мшшмизации квадратичной фуякцпп f(x) = ^
а с произвольной матрицей А — функции f(x) = II Лх о || ;

в) вариационные задачи (т. е. бескоиечнодгерные задачи минимпзацпх;
при решении методом Ритца сводятся к последовательности конечномер
Jibix;

г) задачи оптимального управления путем применеппя принципа М'^
спмума Понтрягппа сводятся к подбору начальнььх значении сопряжеппои

заданной точки на правом коп-

методом

системы, минимизирующих отклонение от
це траектории;

д) решая задачи ышшмпзацпи при наличии огранпчеппи
штрафных функций, приходим к последовательности задач на оез>
экстремум.

Число примеров можно было бы многократно умиожпть паньше
кладных физических, технических и экономических задач, ьс р
в таких задачах математика применялась в основном для расчета
иных состояний, режимов и т. д., то теперь все чаще возникает Дс
оптимизации некоторого критерия — функции цели по тем или ипы.м
управляемым переменным. Среди всего многообразия задач оптимизаппп
две можно считать основными: задачу линейного программирования (т. с.
минимизацию конечномерной лпнейпой функцшт при лпнейных ограпи-
чештях) и задачу минимизации функиии ?г переменных без ограничений.
Первая из этих задач, будучи па несколько веков моложе второй (лиnL'й-
ное программирование возникло лишь в 1939 г.), в настоящее время реши-

обгоняет вторую по чпелу посвященных ей работ.

за счет при¬

тек или

тельио
Так, при иалшхпп многих книг по линейному программировапшо на

’  одной обзорной статьи по методам минимизациирусском язьше нет ни
● В основу статьи положен обзорный доклад автора на копфереицлп по матема-

оптимальному программпроваешо (Новосибирск, 31 мая — 4 шоня 196.'^ г.).тическому
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нел1шейной функции без ограппчепий. Может быть, это происходит отча
сти потому, что некоторые математики считают последаиою задачу слишком
легкой. В самом деле, здесь нет никаких сложных математических про
блем. Однако все, кто сталкивался на практике с задачами мипимпоадии
(а такие задачи 115)иходится решать десяткам организаций), знают, на
сколько они сложны с вычислительной точки зрения. Простейшие, широко
известные методы г-шнимнзацпи обычно совершенно непригодны для ре
альных задач: в частности, они сходятся слишком медленно н часто прак
тически останавливаются вдали от точки минимума. Поэтому задача раз
работки методов мпнимизацпи отнюдь не может считаться решенной.

В настоящей статье сделана попытка дать по возможности полный об
зор известных методов лшнимизации, а также оценить их с вычислительной
точки зрения. При этом основное внимание уделяется методам, пригодцым
для достаточно точною отыскания минимума гладштх функций, имеющих
единственную точку лшнимума (локальные минимумы отсутствуют) и
являющихся выпуклыми в окрестности этой точки.

Mинп^шзaция негладких функций, отыскание абсолютного лгаштмума и
специальные методы, пригодные для решения узких классов задач,— эти
вопросы изложены менее подробно. Наконец, стохастические задачи (т. е.
минимизация функций, значения которых вычисляются со случайно!'!
ошиокой) и комбинаторные задачи (в которых переменные принимают ко
нечное Ашожество значений) вообще но рассматриваются.

Оценка методов дается па основании практического опыта расчетов в
Вычислительном центре МГУ, а также многочпслсшых бесед с ляцамп,
занимающимися решеиыем задач минимизации. Всем им автор глубоко
при.знателен. Во многих случаях, однако, практический опыт решения
слишком мал (а иногда и полностью отсутствует), так что оценка являет
ся умозрительной и в достаточной степени субъективной.

2. КЛАССИФИКАЦИЯ И КРИТЕРИИ ОЦЕНКИ МЕТОДОВ

Методы .минимизации являются в большей части итерационными, т. е.
в них строится последовательность приближений а:', .. ., а:'^, .. . , сходя
щаяся к точке шшпмума. Впрочем, в некоторых частных случаях (напри
мер для минимизации квадратшшой функции) возможны  и точные методы,
т. е. такие, в которых решение находится за конечное число шагов. Кроме
того, иногда рассматривают непрерывные аналоги итерационных методов,
в которых строится не дискретная последовательность х\ . . . , х^, .

траектория х{1), О ^ i ^ оо, описываемая системой обыкновенных диф
ференциальных уравнений. Прак1ТГ1ески ка;кдый итерационный метод

свой непрерывный аналог. Такие непрерывные методы могут псполь-
прп решении задачи минимизации на аналоговых машинах. Среди

● ● 1

а

имеет
зоваться
специфических непрерывных методов существует ряд весьма интересных
(см. например, [1, 2J). Если же вычисления ведутся на цифровой маши-
”■ ' интегрирование обыкновенных дифференциальных уравнении про
изводятся каким-либо конечно-разностным методом, что эквивалентно
построению итерационной последовательности. По этой причине не будем
рассматривать непрерывных методов. Наконец, в ряде методов (см. раз
дел 5) строится не последовательность точек, а последовательность вло-
женн7>1х областей, которым принадлежит точка минимума.

Итерационный метод называется /тг-шаговьш, если ири построении оче
редной итерации используется т предыдунщх. Большгшетво методов яв
ляется одношаговыми, однако нам встретятся и двухшаговые методы
()гногда II нульшаговые), а также методы, в которых используются все
мпедыдущие итерации.

не, то
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Далее можно делить методы на .монотонные и немонотонные. Монотон
ные методы (к ппм прннадленшт большннстьо известных методов) —это
такие методы, в которых значение функции монотонно убывает от итера
ции к итерации (иышда их назьшают ^^елаксацишшьош).

С вычислительной точки зрения наиболее важны две характернстикп
методов минимизации гладких функций. Это, во-первььх, так называемый
порядок метода, равный ианвысшему по^зядку производных функции
участвующих в вычислениях. Р1апример, во многих методах используются
лишь значеиия функции f {x), но не ее производных. Это методы нулевого
порядка. В градиентных методах требуется вычисление производных }{х),
т. е. они являются методами первого порядка. Метод ?1ыотоыа, в котором
используется матрица вторых производных, имеет порядок два. Методы
Сюлее высокого порядна для многомерных задач практически пе приме

. Во всяком ме¬няются.
Остановимся на Apyi’oii важной характеристике тшпго поел

.одо при построении --ходе функция

пГ“ ; -HoLo. - та.ц.е „ будем
|.аеь;вать лииениыни. В методе соиряжеииых
ция аппроксимируется шагов для случая
квадратичными — дают решение за коиь

квадратичио!! функщнь ^ рассматривать только детермияирован-
Накоиец, в данной Цемента случайностн обычно

ные методы. Нам кажется, что внес (.vшecтвvющee иногда мнение
лишь ухудшает эффективность ^^^тьд [шогомерных задач мидпми-
13] о преимуществах ““ “твГэтог^ см. в [4]). За недостат-
защш является ошибочным ^ обсудить этот вопрос иодроонее.
ком места, оддако, мы здесь не ' соашшвать различные методы?

Каковы критерии, но твебующнхся для отыскания решения
Это прежде всего объем висит от числа итераций, требуемьгх
с заданной точностью. Эта пмчпсленшг на каждую птерацшо. Но-
для этой цели, п от трудоемкост числом вычислений значения
следшою велшишу часто люжшэ в Р , r^i предложил специальное на-
функцш! на одну итерацию (Остро ^ всегда можно оценить, на
звание «горнер» для этой (или матрицы вторых произ-
при.мер, слоннюсть выч]1сленпя ip Д умеем вычислять лишь зна-
водыых) в «Горнерах». К самом ’ цели требуется п  + 1 горнеров {п
чошге функции в точке, то для задана посредством формул, кото-
число переменных). Если же вычисление градиента часто
рые можно явно проДиффере»‘^“^ вьгчисленпе значения функнии.
лишь немногим более ’ квадратичной функции {Ах,х) требует
В частности, вьршсленне значения ее градиента 2Лх.

числа действии, jeM сравнеипп методов приходится
критерия, npn^ i^^^^^CTb ^^^hmocth, устойчн-

сосбра объем памяти машины,

их

даже оольшего
JrpoMe этого основного

я другие 'ЯМ
ЛОГрСШНОС!

и т. д.
принимать в расчет
вость ПО отношению к

рограммнрованпясложность II

3. ЛИНЕЙНЫЕ МЕТОДЫ

метопы применимы для достаточно гладких
Все описываемые ^шпый градиент) и сходятся к стационарной

функций (имеющих непр нриблыжонии (практически к локадь-
точке функции при рассматривать вопросы схо-
ному минимуму). ьол цитируемой ниже литературе,
димости, отсылая 4inaie.
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Типичным для данной группы .методов является градиентный. Мы рас
смотрим сначала классический вариант метода, а затем его различные мо-
дцфпкацпп.

Введем векторио-матричпыо обозначения, которых будем всюду при
держиваться. Пусть X — /г-мерный вектор с координатами xi, - ,^п‘, f{^) —
минимизируемая функция п переменных; f{x) — ее градиент, т. е. вектор
с координатами df / dxi, / дх,,, il д; II {х, х) '/*, где (х, г/) = хц/i + ■ ● ●
...~i-Xnfn — скалярное произведение векторов х п i/; f"(х)—матрица
п У, п с элементами д^у / dxidxj. Через у = Ах обозначим умножение мат

рицы А на вектор х, т. е. S буквыClijXj,
j=i

а, р, . , . будут применяться для обозначения числовых
В этих обозначениях градиентный метод имеет следующий вид:

i = 1,2, . . ., п. Греческие

величин.

д;Й+1 ~   auf {х^).

Здесь — приближение (начальное приближение — ^ 0.
В

(1)

 координатной записи тот жо метод принимает вид

дЦх^)
dxi

h+i
— Xi^ (XfiXi (2)

Иначе говоря, в этом методе делается шаг но антиградиеиту —/'(^)
т. е. по направлению скорейшего убывания функции f(x)
ближении. В теории рассматриваются обычно
шага Ofti

а) простой градиентный метод, в котором

в линейном прп-
два варианта выбора длины

ctft = а > 0; (3)

б) метод скорейшего спуска, в котором а* выбирается из условия мп-
иплтума/(:с) по направлению , 'Г. е. ^

f{x^ — akf{x^)) ~ — afix^^)) (4)

Метод скорейшего спуска впервые рассматривал Коши (1830 г ) В бо
лее поздних работах [6-11] доказывается сходимость градиоитиого мето
да при различна предположениях, а также рассматривается ряд модифи-
кащга метода. Доказано, в частности, что для непрерывно дафферепци-
руемых функции, растущих иа бесконечности, для обоих вариаптов метода
(в первом дая достаточно малого а) при любом начальном приближении
/ (ж*) о. Если точка минимума — единственная стационарная точка то
К ней сходится последовательность х^. ’

При практическпх вычислениях обычно применяются
ды выбора длины шага;

а) ведется счет с постоянным ап = а. При этом на каждом шаге про
веряется условие монотонности ^f{x^^). Если оно оказывается
рушенным, то а дробится (например вдвое) до тех пор, пока монотонность

восстановится. Время от времени мояшо пробовать увеличивать
И. М. Глазман [12] отмети.л, что такой метод, вообще говоря, может и не
сходиться, и предложил более сложную процедуру, обеспечивающую схо
димость. Однако при практических вычислениях нужда в таком усложне
нии никогда не возникала;

б) приблин^енно реализуется метод скорейшего спуска. Обычно одпо-
Л1ерная задача на минимум решается путем построения квадратичной

следующие мето-

на-

яе а.
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аппроксимацгш по значениям функции в трех точках на выбранном на-
правлеипп. Точка М1гапмуыа параболы берется в качестве Более точ
ное отыскание мигшмума по направлению обычно нецелесообразно;

в) иногда применяют градиентный метод с постоянным шагом, т. е.
aii =: К / II f{x^) II. Иначе говоря, длпна шага ровна % = const. Эта длпна
дробится при парушсппп условия монотонности.

Сравним эти трп метода. В пос.педыем из них каждый шаг вблизи мп-
ипмума сопровождается дроблением, т. е. приходится несколько раз вы
числять значение функции. В дхетоде б) также на каждом шагу при.мерно
3 раза вычисляется значение функции. В методе же а) такое вычисление
производится обычно лишь одно (величина а не имеет тендепцтг к дроб-

мокотонности не нарушается).леишо: при достаточно малом а услсвпе
С точки зрения скорости сходимости все три метода примерно од1шаъовы
(оценка скорости сходимости для а) и б) для квадратичных (п близких

ним) функций одинакова). Итак, метод а) во многих случаях
эффективный.

Выясипм теперь, какова

ыаиоолеек

орость сходимости градиентного метода и
Пусть функция Цх) имеет точку минимума и в

Сгиределеиная матрица / {х ). тогда,
метода (3), (4)

ск
от чего она зависит.
этой точке существует полонштельио
оказывается, в окрестпостп х* оба варианта _
сходятся со скоростью геометрической прогрессии со зна! ^пбствен-
= {М — т \ / (М т) где Я — папбольшее, а те — наименьшее собствен

Обозначим p = Mfm
те значение матрицы / {з: ) 1см. L^ тпгяя а =
{р называется числом обусловленности матр ц J / Ь  „ р
— (п — ^\/(^ 4 -1^ 1 — (2/д) для больших р. Таким образом, если р

к']; „^це I™ соо.вехств^^ет случаю, ногда /W мопяечся при.™р-
и,: одшшксво по всем направлениям вблизи минт

диенхивш метод сходится быстро аДли» ™иилу^ ^ ^ ^ ^
^  мала. В этом случае в окрестпостп ми-

- - (отвечающим соб-
собствеппые значения

собственным

значения матрицы
единице, т. е. скорость сходимости „,,ггч..тлтрт1ттялг
нимума Цх) сильно которых _ '
ствеиным векторам матрицы / ^ ^ (отвечающим малым
велшш) II слабо ретьфанда и М. Л. Цетлина [13] пер-
значониям). В вторые существенными,
выо яаправлеппя организованными. Лшшп уровня
а сами функции такого ^ппа хор характерный «овраж-
таких функций сильно вытянуты UJ ● /

11ЫШ> вид. ...ратных итераций метода скорейшего спуска для
Результаты последовательных Р^^ показаны па рис. 2.

квадратичной функции двух ^ере Ходимости: направлеппе аитигра-
Наглядпо видны причины к точке мшгамума.
диента сильно отличается от напр ... прикладных задач встреча-

Оказывается, в д^я которых градпсптиый метод схо-
готся именно функции ускорения сходимости в этом слу-
дится чрезвычайно медленно. статьи, в частности, весь раздел 4.
чае посвящена значительная на методах координатного спу-

Прежде чем их ‘^^^^^^^^^дз’дтиому. В этих методах спуск из очередной
ска. весьма близких к град одной из координатных осей. Иногда
точки производится но [14, гл. 3]) эти методы называют ре-
(особенно в их варианты — методами Гаусса — Зейдоля.
лаксацпшгиыми, ^ Р^® ^^^сть некоторых коордппатпых методов доказана

'^яшТтельность, в которой выбираются координатные оси,
110, IbJ. Послед Обычно они берутся в фиксированном циклическом

может быть различное поочередно). Иногда пыбирается
порядке (чаще всего upuc

в

та ось, для
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которой величина ]<9// dxi\ максималыта. Последппк способ вряд ли це
лесообразен, так как, во-первых, в каждо!: точке выполняется много лиш
них вычислений для определения всех частных производных, а, во-вторых,
при таком методе некоторые координаты могут практически никогда не
попасть в чпсло выбранных.

Что касается способов выбора длины niara, то 01И[ raioie же, как н в
градиентном методе, прпчем применимы те ;ке соображения об их эффек-

Рпс. 1

тод употребителен (н обычно наиболее целесообразен) ме-
квадоатшт?^ скорейшего спуска, в котором приближенно (путем

Метод покоординатного CKopeiimero спуска
нем используются лишь значения f{x) в '
других методов нулевого порядка, по иекоордхшатного тина. Так
(см. также [18, стр. 178—183]) описано так называемое
рование. Выбирается п i точка х\. . . , х’\

нулевого порядка,

симплекс

 т. в
то^Еках. Существует и несколько

[17]
-плани-

образующая правильный
симплекс. Вычисляются f{z‘^), f(x'), . . . ,f{x'^) и выбирается ;, для которого
1(х ) макс^ально. Строится новый симплекс, отличаюнщйся от старого
лишь одной вершиной: заменяется на

2
— (а:® + . . . -f- -{- . . . -f а:”) — a:jп

а:»‘+1 z=
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(т. е. симметричное относительно грани, противолежащей.д:^). Если
окажется, что в новом симплексе максимум достигается в  то возвра¬
щаемся к исходному симплексу, заменив х^ па вершину, в которой значе
ние f{x) максимально среди оставшихся вершин. Наконец, если какая-либо
точка сохраняется в и ~Ь 1-м последовательном симплексе, то строится но
вый симплекс вокруг этой точки с вдвое меньшим ребром. Отметим еще,

работе [19] описана модификация симплексного метода, в которой
симплекс не является обязательно правильным, а величина шага и условия
дробления симплекса несколько иные. Сходные идеи лежат в основе «мето-

афииного градиента» С. С. Лаврова, оппсанпе которого можно наши
[20]. Сходимость всех этих методов не доказана, а эффективность их

что в

да
в
неясна.

Возвращаясь к методу покоординатного скорейшего спуска
, отметим,

схо-

п точный мшшмум за
координатный метод дает/(^)= —

сходиться очень медленно7 = 1
методы могут

п шагов, тогда как градиентные

(если max yi/min Yi градиентного метода - градиентный
Мы опишем сейчас недостатка. Как отмеча-

метод с подоором масштабов, с быстрее, чем ближе лпнпп
лось выше '^Радоеитньш метод координат
уровня f{x) к сферам. Сделаем д^я этого вычислим  в ьа-
которое уменьшит вытянутоеть^^ квадратичной функции они не .-за-
кои-либо точке велшшны ^ таком преобразовании лп-
впеят от точки) и выберем М

—  I’i > о, .станут сфералш, а для

новых коор-
уровня функции J{x)—ншт

\гпт1РР вытяиvты^ш. Поэтому в
функций общего вида станут сходиться быстрее. В старых коор
динатах х/ градиентпьш метод ^
дпнатах метод примет вид

df(x^) (5)
= Xi^ - ahU дх{Xi

г ТОЧКИ Зрения скорости сходимости эквива
Од1ш шаг такого метода. В то же время шагов

лентен примерно п „ спуска требуют примерно 3 п вьгчисл
покоординатного скорей „^жно лшиь немногим оолес  п вычисл
1{х), тогда как в методе ^ процессе покоординатного скорейшего
Велшшны X; удобно » дУ/ (Дx,)^ где Д./, Д^Ч - приращение
спуска. В самом деле cf П * рдцнате. ^
1{х) ж Xi при спуске по десообразной является следующая комоина-

Таким образом, ^^^^°°^„^1еняется покоордппатиьш скорепигап спуск,
, Сначала ^д^отся масштабные множители М' . Когда эти
которого переходим на градиентпыи метод в фо])ме
стабилизирУ^ нужно пересчитывать. Такая процеду-

(5). При этом время ускореппе сходимости по сравиеито с
ра часто дает очень Численные результаты для одной конкрет-
простым градиентным
ной задачи можно наит

ция методов
в процессе
множители
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Отыотпм еще несколько простых способов ускорения сходимости. Их
общая идея — использовать результаты предыдущих ]1тсрацип для отыска
ния «дна оврага», т. е. направлений, по которым функция пзлюпяется мед
леннее всего.

Наиболее известны такие приемы для задач лппейпой алгебры, т. е.
для лппгашгзацшг квадратичной функции [14, гл. IX]. Однако они могут
быть перенесены и на общий cnynair.

Так, в методе Л. А. Люстерника рекомендуется в градиентном методе с
постоянным шагом вычпслять отношение 11/' II / ||. Когда оно
стабилизируется (к некоторому g <С 1, q ^ 1), нужно сделать большой
шаг по градпенту, а именно

(В)

невзирая на возрастание /(х), а затем продолжать спуск градиентным ме-

В Л1етоде А. А. Абрамова предлагается сделать шаг по иаправлешпо,
задаваемому течками и в градиентном методе,

методе Фрапкела каждый следующий шаг делается по паправленшо,
являющемуся линейной комбпнацией аптетрадиента в очередной точке п
предыдущего направления движения, т. е.

= — а/ + 13 (7)/г-1 ).X

Этот метод естественно назвать «методом
(/) описывает тяжелого шарпка», так как
RVPT пттття и^г\ обладающего инерцией, на которое дейст-
сконостп схотт!гмг?^ налпчип трения. Сходимость этого метода н оценка
™  . иекюдраттных задач исследованы в [22]. Вели-

першшптально (р <1 ini“o'iriT О ^ подбирается экс-
ныЛ Метод такого тжпа'^пртшнялся в mi!""’

«овражном методе» И. М. Гельфанда и М Л Петттитп Г1Я1 пнспла-
гается лровестп градиентный cnvrtr ^ттп « предла
нача.чьных точек, а .затем сделав - замедления)
мому этими «спущеинымп» тотаами Fmo “зправлшшю. задавав-
сап В [24]. очками. Кще один подооныи метод опл-

Все эти приемы имеют лгаого близких черт. Они немногим
днентного метода и построены па его
нпе сходимости, те^м
О/щако и они часто

из двух

сложнее гра-
оонове. Онн дают некоторое ускоре-

оольшее, чем Л1епьше размерность «дна оврага».
сходятся слишком медленно, так что для точного

отыскания минимума приходится применять более мощные (но и более

делеТ'^^^^^^ квадратпчно!! аппрокспмацпн, описываемые в раз-

Подведеы итог. 1) Лпнеппыс методы
функций п для любых

сходятся для широкого класса
начальных приближепий. 2) Объем вычислений на

одау итерацию не слишком велик — порядка п вычпсленпй значения f{x).
садятся тем медленнее, чем более вытянуты лилии уров-
Простые способы ускорения сходимости в ряде слу^шев

дают эффект, но не всегда достаточный.

ня

А. КВАДРАТИЧНЫЕ МЕТОДЫ

дают^^^южпостТ^пп методы и способы пх ускоренпя обычно
нимальному Если ° значение функции, достаточно близкое к ми-
ближоппя тттга лг, Цблыо являвтся отыскание достаточно точного При-

\  мои точки минимума, то при их помощи это не всегда
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удается. Автору известно шюго случаев, когда при минимизации функции
совсем небольшого числа перемеипых исследователи приходили к выводам
о иаличшг большого числа лока.лы1ых минимумов, так как спуск из раз
личных начальных
результаты. В действптелыюстп же мшшмз'’м был одшг, но его не могли

точек градпеитиым методом давал совсем разные

отыскать достаточно точно.
Квадратичные методы позволяют найти точку мпнюгуьма гораздо более

Основная идея этих методов, заключающаяся в том, что во.лизи
минимума нужно аппроксимировать функцию хшадратпчной, а затем наи-

1^адратшшой формы, была впервые высказана,
 Боксом и другими — в их работах по «пла-

проблеме минимизации при наличии

точно.

тп точку мипимума этой
по-впдплгому, статнетпкамп
плровапшо экспериментов», т. е. по
случа1шых ошибок (см., например, [loj)-  ттпо-.ктта псргп

Рассмотрим различные протзводаь фрткцпй f{x).
кол1Гчестпом используемых при вьипслен р „,,ррт втооые произвол-

первыми тремя членами ряда Teiwopa

hточки X

/(^)
фушкции. Получим:этой квадратичной

и найдем — точку мшшмума (8)
/{+1 =X

в точке

И..Ч. Г...Р» да. 1...!™““

Отметим, что метод (8) „„..рненным к системе уравиении / ( ) >

кX

1ШЯ нелш1ейных уравнении, пр Ньютона для

srzi ^
определенна . Тогда .. скоростью (т. е. лштодов сходится
дится к а:* с /g) в отличие от градпантп - (для
Таким ооразом , метод (. хорошего ^^ачально Щ
лишь при нал1гчш1 Д°^д^ цуяаю, чтобы высока и не зависит
сходимости во всяком слу f{ меетсяQCTb сходимости о x*)). Разу
рой Пх) выпукла), прячем обуоловлонностн^^^
от овражного характера/(■ ) ;^етод (8) Д^^^ ^„тттх методов,

для квадратичной фунвд^^ Дом шаге метода
это , как увидим, характс! работа на f"{x^)- Метод деле-

О

,
одни шаг. Все

Ньютона

за

сновная пычислитеяытя^Р «порых пропзводаш^^^^ ^„пелеиа явно

связана с вьишслеипсм^^^ "”*Гамн которые можно продпфферен-
сообразпо применять, окенмация f'(x) нецелесообразна,

Ко^чяоразяостная “ использую-
цировать). К о-писаны ДР^ метода нужно решать систему

щпеП^Т'кР"'^ ™’’р,^)Г=/'(т:'‘)‘это удобно делать методом квад-
лнней„1х Уравнений / в ,амом дело этот метод очень экоттомсп

корпя матрице!! (каковой является / (.г'<)). а кроме

методы. Ks 6

ратного
для систем с сил

математические7 Экономика и
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ТОГО, при решении этим методом автоматически проверяется, является ли
матрица положительно-определенной. Если не такова, то метод
Ньютона расходится.

Чтобы не вычислять па каждом- шаге, иногда применяют моди¬
фицированный метод Ньютона, в котором f" {х) вычпсляется лишь в на
чальной точке

(9)

Разумеется, такое упрогценне покупается за счет более медленной
сходимости: метод (9) сходится лишь со скоростью геометрической про
грессии. Иногда применяют п комбппацшо методов, в которой матрица
/ (я:) вычисляется одшг раз за несколько итераций.

Как уже отмечалось, метод Ньютона сходится лишь для очел:. хоро
шего начального прпилпн<енпя. Существует несколько модификаций мето
да, которые сходятся в более широкой области. Так, в [26] предлагается
следующая комопнация градиентного метода п метода Ньютона:

—

Здесь I —
п ●зпт.гготт единичная матрица, а величина аи выбирается специалы11>
ттптт(=;птт-юо^°^'^^ результатов предыдущих итераций, причем а^—>-0 прп
приолиженпп к точке минпму’-ма. ^ ^

В  работе Л. В. Капторовича [27]

= x^^
предложен метод

(10)о-к[Г{х^)]-^1'{х'^) ,

ш^о^этот^м5п!г‘/^™' ссылается на А„ В. Граве, применяв-
сходпмости случае. Чем меньше а^, тем больше область
[28—31] ноедлагГтптг^^^^ меньше скорость сходимости. В ряде работ
В частности mojkho пт,т" способы выбора коэффипиентов ан-

ЕдьГпеЗп ^ скорейшего спуска.
Д  рвого порядка. В этом разделе будут рассмотрены методы,

чя задачп на минимум для случая квадратшп
ое число шагов, ко в которых используется липи

а не матрица вторых производных,
гом метода метод такого рода является полным анало-
щи конечных пячтт ’ вычисление f'{x) производится при помо-
?о эТот Гетоа илпя ^^‘^тода доказана в [32]. Одна
м этот метод чрезвьшаино трудоемкий, так
дигся^вшшслять значение градиента в н + 1-й
мы) ” * ■ ■ ’ - координатные орты; е - шаг разностной

которые дают точное
нон функции ■
градиент функцпц.

Наиболее

шаге прихо
х'\ х’^ + ■ ■ ‘'' схе-

как на каждом
точке

Значительно б
фом [33]. Он
х°, X

о
1

х‘>  ■

ф. Воль-олее экономным является метод, пнедложенпьпт
заключается в следующем. Выбирается п -!- 1 базисная точка
п в них вычисляется f{x’^), f{x^), . .. Далее ищутся

коэффициенты ло, h, . . . X
такие комбина-

S >-i = 1.

с этими коэффициентами обращается в пуль- Я”” '
систему п + 1 линейных уравнений с и + 1 перемоппв

линейнаячтоп.

этЦИЯ градиентов
нужно решить

. . . ,

ого
IMU

п
(11>Зя,../'(аЛ) =0, S h =

?=0 г=0
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Полученные значенпя коэффициентов нужно взять в качестве бари
центрических координат новой точки

(12)
г=0

Нетрудно видеть, что, если f{x) —полонштельно определенная квадра-
тюшая функция, то будет ее точкой мини^тума. В общем н^е случае
д;7г+1 вводится в спстбму базисных точек, а одна из старых базисных точек
(обьгшо хо пли та, в которой f{x) максимально) выводится из нее. Для
выбрахгаой таким образом ?г + 1-й базисной точшт расчет повторяется. От
метим что для /г = 1 этот метод совпадает с методом секущих для ренте-
ЕЛЯ уравнения fix) = 0. Для « = 2 такое обобщеше метода секущих,

А. М. Островский [5, прпложеппе IV], предложил ещекак ут^азывает

^“^Такпм образом, в методе Вольфа требуется п + 1 вычлслеше ipa^H-
та для начала расчетов (если предварительно
метод, то можно взять последние точки в этом меньше
дополнительное вычисление па каждом шаге, т. е. ^ метол 'вольфа
чем в конечноразностном варианте метода ^ базисные
обладает одной неприятной особенностью. Дело в ,
точки оканхутся лежащими в подпространстве
система (11) будет вырождена. Однако в процесс (- я., п вьгоояще-

томеньшей размерности,
базисные точки

дсйствительно имеют тенденцию к тюторон число
пнем в [341 предложена ^ м™^ Вольф! Однако
используемых точек значительно больше . ^ подтвердил опас-
наш опыт практштеских расчетов по Базис-
ности вырождения. По-впдимоыу, Taitmt образом, по
ные точки, как правило, Р^^т’^^^^чная^п^ которая стро-существепиым направлениям KBaApaiii ..„/«апртгя несущественных

ихся в методе Вольно, Д»-™™ ™Гся ''Гьпо! яхо'^досхаточпо
направлении, то по ним /(^) гшыен построения довольно точной
небольшого различия в этих перемол - м
квадраттшной аппротсепмацпп. ,,,_^рзговапа. По-видпмому, он сходится

Сходимость метода Вольфа не ^ ^гетод Ньютона. Чтобы расширить
примерно при тех же условиях, следующие приемы. Во-первых,
область сходимости метода, мы прпл ^ ^ шаги. Поэтому, если оказы-
желателглго предотвратить слишком велшш (|?^ii^20), то делался
валось, что Xi (система (И;; птобы барицоитричестсие коор-
иеполны!! шаг по направлению к ^jjqbiiio 1 Я, | ^ 20). Кроме того, во

Гв" ов^ ^динаты новой точки
вновь полученной точке

ххр-нпым то из точки производился

метод" вьшолйения этого условия. Эта «спущен-

^^'^дадратлчные методы первого порядка.
Вольфа имеются в [35].

последовательность

Если опо оказывалось
спуск градиентным
ная» T04ita и вводилась

Опишем еще некоторые
Некоторые варианты метода
В методе Давидона [3bJ стри

h+i zz= — ajiHhf {^^) ●

систему.в

X

которая пересчитывается на каждом шаге с ис-
’  градиента. Для квадратичной фуитщии f{x) ~

оказывается Яп = А~Х Мы не привс
тать как отти весьма громоздки.

п шагов
Здесь ffh — матрица

пользованием Hk-i нового
= (Ах, х) — (Ъ, х) через^  ' методаДИМ точных формул

7*
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Опишем еще один очень интересный метод — метод сопряженных гра
диентов. Этот метод, предложешшп Хестеисом и Штпфелем для задач ли
нейной алгебры, дает точное решение задачи мпппмизации квадратично!!
формы = ^12{Ах,х) ~ {Ь,х) за п шагов (см., например, [14]).

Формулы метода для это
го случая таковы (приво
дим ту пх форлгу, которая
нам наиболее удобна):

— апр'\
= Ах° — Ь,

— Ь А-
\\Ax^^ — б|р

\\Ах'^ — Ь||2

dh =

\\Лх'^~^ —

Флетчер и Ривз [37] заметили, что, поскольку Ax~b  = f{x), этот
метод можно записать в таком виде:

ж^+1 = х^^ — dkP^, рО = fAx^), рЬ = f'{x'^) + ^IiP’^ S
(13)

f{x^ - аир'^) = min f{x^^ — арМ,
а>о P;t =

\\Г{х>^ф\\^

В такой форме метод применим для поквацратичпых функции (хотя
его сходимость пока не доказана). Метод 'Сопряженных градиентов
похож на метод «тяжелого mapima» (7). В самом деле (13)сать шхаче: ’

II

весьма
можно перепп-

х^+^ = xf^ ^ akf'{х'А А (^х’1 _ (14)

только способом выоора коэффтщиептпп отличается от (7). Однако
отличие от метода (7) метод (13) (пли (14)) дает точное решение задачи
на минимум квадратичной функции за конечное число шагов. Для неквад
ратичных функции скорость сходимости метода сопряженных градиентов,
как показали эксперименты, зпачптелыю выше, чем метода тяжелого
рика. Метод сопряжсшштх градиентов для ноквадратгнгаых функций целе
сообразно время от времени «обновлять»: после ряда итераций (порядка п)
в точке х'^ вновь выбгграть р* = f(x^).

Наконец, еще ощпг квадратичный метод первого поря/ща — метод па
раллельных касательных — прсдлоя{ен в работе [38]. Идея этого метода
для п = 2 видна из рис. 3. Здесь точки х\ х^ произвольны; прямая х'^йА
параллельна касательно!! к липни yooinim в точке х^ (т. е. ортогональна
r(x^))■, — точка минимума f(x) иа прямой зАх^\ — точка минимума
/ {х) на прямой x^x‘^. Для случая квадратичной функции двух переменных
x'^ есть решение задачи.

Сравним теперь различные методы, описанные в этом разделе. Наибо
лее эффективными представляются метод Вольфа (с описанными
модификацпямл) п метод сопряженных градиентов, которые мы и будем
сравнивать. И в том, и в другом методе каждьнг новый пгаг требует одно
кратного вычислсиия градпепта. В методе ВольсЬа требуется существенно
оольший объем ' t' i ●

что в

ша-

вьпле

нужно запомнить п предыдущих градиентов,
а также решать систему линейных уравпеппй (11), тогда как в методе

памяти:
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сопряженных градпентов достаточно заполпшать лишь предыдухцш! век-
. Метод Вольфа (даже с описанными выше модификациями) схо-/i-iтор р

дится лпшг> в достаточно малой окрестности минплгума, тогда как метод
сопряженных градиентов в силу cBoeii монотонности сходится практически

работает примерно как градыентньн! метод).всегда (вдали от минимума он _
Единственным соображением в по-льзу метода Во.льфа является возмож
ность (недостаточно проверенная экспериментально) несколько более
быстро11 сходпмостп.

Методы нулевого порядка. Перейдем к
решение задачи мпнилшзацшг квадратичной функции
шагов по не требующих вьншсления / (т) шш / (а;) (а лгапь вычислен^
fix)) Этот случай особенно важен, так как в большппстве практических
задач мы плщем воздгожность только вьшислять f{x)  в люоои точке.

Разъ естся для каждого нз описанных выше методов первого и вто-
1 азуместся, для аналогичные методы пулевого порядка,

рого порядков можно конечными разностями (см., на-
заменяя соответствующие лтртопы являются, однако, более
пример, [39], [40]).
экономными по сравненшо с J ттгтппнат» С. С. Лаврова [20],

Начнем с метода «барнцептрн ■ Вольфа. Выбирается п  i ба-
являющсгося некоторым точках вычисляются значения
знсная точка .г-0, а:', ● ■ - - ^ , m доделывается для середпа
функции/(а;); обозначим/(^ ) А- базисных точек; обозначим

Шх^-,х^) 12) Jrr^Tnoclf^^oro решае^я система линейных
(iLotn^lLwK ?.0 я*. . . . L

оппсангао методов, дающих
за конечное число

всех отрезков.

(15)i = o, 1, . .- ,'^;4 j=o

:—o
если f{x) —

+1 fivncT являться ее точкой мшшмум.
т  тлттттст ТО точка х'‘^ оудст продолжается: одна

71+1

i = „ + 1, т. e. может быть эффек-

II строится точка х

меняется па х

пые fij сохраняются), реш о^ой матртЩ! hi’ ^ сходимости этого ме-
от предыдущей лишь ,„„пп) п т- Д- По ^ Вольфа: пеобходи-
тгтно использовано Р ^ было сказано ° ^ его отсутствие
тода можно повтори- „я, 0---- вьф^ожде, ^
мость теоретического требование Р хгримеиять тс же моди-

при практн..оекпх^вь^“Х,,,„ сходное-
жишя. Для раоппф ^ Вольфа- ° Р ,^,,0 для падального
фпкацпп, что II Длл Д’ f <г ^Uli- А- /Л Если

юпотошюсти ДЛД vcлoвиe выпуклости Uj < l2{U -h }j). Ьс.лн
гопото 1троверять^5^сл^^^^^^ применять нельзя -ft какеН"

п+1 что,видеть.Нетрудно^ 2
.  ̂ =0

условия л
базиса имеет смысл

выполнено дляоно не

"" я»есгпь.е одномерных мшигмиаацнн.
тмпзацпн /(^) ‘ рцаытов таких методов, отличающихся лишь

'"^ пвательности направлений, по которым произво-
[41, 42], дово.чънп тптшч-

пулевого порядка [41—44], сводят

задачу мши
Существует
способом выбора по „ лишь один из них

миттпмизация. Опишемдптся
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ный И достаточно простой (назовем его методом последовательных мпни-
мизацпй). Выбираются начальная точка и линейно независимые на
правления р^, . . . , р” (обычно просто координатные орты). Затем
последовательно ищутся точки х^, где + щр\
i = \, 2, . . . , п, = х'^ On+iP®, а ai выбирается из условия миниму
ма i{x'). После этого строится — х^, заменяется на
х^ на х^~^^ п весь цикл повторяется. Можно доказать, что через п таких
циклов для случая квадратичной функции мы получим точку минимума.
Для нехсвадратичных функций процесс является бесконечным, причем
время от времени целесообразно «обновлять» систему направлений.

Отметим еще методы [45, 46], которые также сводятся к последова
тельной мннилшзацпи по специально подбираемым направлениям, но не
дают точного минимума для квадратичной функции.

Сравним теперь методы барицентрических координат  и последователь
ных минимизаций. С точки зрения требуемого объема памяти эти методы
примерно одинаковы: в первом нужно запоминать симметричную матрицу
fij, а во втором — систему направлений р^, . . . , р^. Для отыскания мини
мума квадратичной функции в первом методе требуется [?г(?гН- 1) /2]
вычислений значения f{x), а во втором (считая, что минимизация
по направлению требует вычисления f{x) в трех точках). Однако первый
метод сходится лишь для достаточно хорошего начального приближения
(правда, описанные модификации расширяют область сходимости), тогда
как второй — практически всегда. Итак, метод барицентрических коорди
нат по сравнению с методом последовательных мппилшзаций обьгшо дает
выетрыш по времени счета, но имеет более узкую область сходимости.

Подытожим теперь все сказанное о квадратичных методах. 1) Квадра
тичные методы применимы для достаточно гладких функций (дважды
непрерывно дифференцируемых) при наличии хорошего начального при
ближения. 2) Они дают точный минимум для квадратичной функции за
конечное число шагов и сходятся тем быстрее, чем ближе фушщия к квад
ратичной (независимо от обусловлештостп/"(д;*)). 3) Объем вьишслений п
них весьма значительный: около вычислений значения fix) для квадра
тичного случая.

В связи с этим квадратичные методы целесообразно применять в ком
бинации с линейными. Сначала для далекого приближения применяется
тот или иной линейный метод, который дает вначале быстрое уменьшение
функционала и не треоует оольшой вычислительной работы. При попада
нии в квадратичную окрестность минимума ои сильно замедляется, одна
ко здесь уже обычно оказываются применимымп квадратичные методы, бо-

трудоемкие, но даюдще более быструю сходимость. Примеры, подтверж
дающие эффективность такого подхода, можно найти  в [21, 47, 48]. Неко
торые результаты по численному сравнению методов имеются в [49].

лее

5. МИНИМИЗАЦИЯ НЕГЛАДКИХ ФУНКЦИЙ

Рассмотрим здесь лишь задачу млнимпзацип непрерывной 15ыпуклой,
но вообще говоря недифферепцпруемой функцпп. Случай разрывных
фикций и непрерывных, по не выпуклых функций не будет затронут.

™ отсутствие производной делает невозможным
пепемйитгт^^ всех описаттых выше методов. Так, для функции двух
коордпнатногп^ ~~ при любом xi = х-2 метод по
леняй раоотает (по любому пз координатных ^
^  ̂°^Растает), однако точка мпнпмума единственна —

Ара/щентный метод или любые методы использующие гра-

даправ-
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дпент (или высшие производные), для таких функции вообще не опре
делены.

Правда, для некоторых частных случаев сходп^юсть методов доказана.
Так, в [50] доказана сходимость метода скорейшего спуска для функций,
у которых производная не существует лишь в конечном числе точек, а в
[51] рассматривается метод покоординатного скорейшего спуска для
функции, гладких в окрестности всякой стационарной точки такого мето
да. Однако в общем случае никакой непосредственный аналог метода ско
рейшего спуска но сходится.

Прежде чем переходить к описанию методов мпнилшзации, отметим,
что задачи минимизации негладких выпуклых функцш! часто сводотся^
задачам выпуклого программирования. Так, если f{x) имеет вид j{x)
= max {gi(*-c)}, где gi\x) — гладкие дифференцируемые функции, то

СГ-'
минимизация fix) эквивалентна задаче шшд^п+i? - .  „ ..
. . . , /V, к которой может быть примеиен люоой метод нелинеин г пр р i

ьг

bi — 2лшроваиия. Аиалогшгао задача на минимум f(x)— max

(т. е. задача решения системы ^
ле Чебышева) сводится к задаче линейного программирова

несовместных линейных уравнений в смыс-

= 1, 2, . . ., А.
1ИШ Xn+i; —Xn-\-i

j=l
всякая задача выпуклого

с неглад-Любопытно отметить и обратный ™ ^
программирования может быть сведена к зад , ч ^ q  ^ 1 2, .. .,
кой выпукло!! функцией. Так, задача тш f{x) ,gi{x)^y^. i
эквивалентна задаче N

f=i

А- ■> О достаточно велико,
методы мшшьшзации негладких функщш

ттптт значения f(x). Среди методов такого типа
лишь^знашн м ^ ^54_5б , пригодный для

наиболее известен
минимизации функции ОД рппбляжеиип. Вычислим значения f(x)
основан на следующем npocTOsi с ^/{^^) , либо
в двух точках х\ х^, я < ^ д^рвом случае (или отрезок [х^, Ъ\
/( .т‘) ^ f(x^). Тогда отрезок Добавляя новую точку на остав-
во втором) не содеришт точш процесс. Метод пригоден не только
шийся отрезок, можно д любых функций, не имеющих локальных
для выпуклых функций, но °ддрдеипые обобщения этого метода
минимумов. Существуют |-53_50]), К сожалению, все они до-

на мно-

гоморный случай (см., эффективны, поэтому мы не приводим
вольно громоздки II опенка числа вычислений в таких методах
их описания. Аспмптотяче
приведена в [57]. минимизации используется понятие опорного

В  остальных метод ^ обобщением градиента па
функционала, Будем называть вектор с = (ci, . . .  , c^) опор-
случай негладких %чке х, если t{x -Ь г/) ^ f{x) + (с, у) для всех у.
ным к функции выпуклая функция имеет опорный (не обязательно
Можно показать , ч ^о^ке и, если f{x) дифференцируема в какой-либо
единственный) в

где ^+(д;) = max {О, 5^(^)}: ^
Рассмотрим прежде

в которых используются
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точке, то опорпып в нем единственный п совпадает  с градиентом.
В одномерном случае onopiioii яв.яяется прямая, проходящая через точку
{х, f{x)} II лежащая всюду ниже кривой у = J{x) (рис. 4). Существует ряд
простых правил вычисления опорного функционала. Так, если f{x) =
= max {^i(.r)}, ^г(^) — Bbinyiuibio дифференцируемые функции, то с =

=  , ki ^ О, 2лг = 1, где сумма берется по тем г, для которых в
точке X gi{x) =f{x). В частности, можно в.зять с  = g/(х) для любого

такого г. Для ггроизвольпон выпуклой фупк-
цип f{x) для любой точки X найдется после-

X, причем сущест-Пдователыюсть х
вуют II можно взять с = l\mf{x’'). Опишем

п—>оо

теперь метод минимизации, предложениьш к
работах [58, 59] п пспользующп]'! опорные
функционалы. Пусть известно, что точка ми
нимума f{x) находится в некотором множе
стве ilP (напрн.мср, это может быть мноншет-
во впда |а:г| ^ i = i, . . . ,п, R достаточно
велико). Найдед! х° — центр тяжести АР, naii-
дем — опорный к f (x) в х^ и построил!

) ^ 0}. Тогда нетрудно видеть, что то^тка мини-

-XX*

Рис. 4

АР ^ {xQ Л/о (с

^оттттгх'^ находиться в М'- и процесс можно повторить: nai'rrur х'- —
центр тяжести , _     у

пппгпл^^™ 15^’ такой метод сходится со скоростью reoMOTpiniecKoi i
f.^TTTT которой не зависит от свойств f{x), а лишь от ра;з-

' этол! методе мы получаем не только последова-
точке дпшнмума, но п сжимающуюся последо-

Серьезиым

о X — Х°

построить ля = АР П (л:: {с\ х ~ х^) ^ 0} п т. д. Как

прогрессии, знаменатель
мерности пространства. В с
тельность х^, сходящуюся к
вательность областей
недостатко ,  заключающую точку мппимума.м данного
сти множеств A^^^ метода является сложность нахождения центра т;^же-

п сложность заподпшаиия самих шюжеств ЛЯ (шш обра-
ведены инслом гиперплоскостей). В работе [58] при-
зованы все

гается зактппия'гг борьбы с этими трудностями (папр1шер, предла-
вполне симплекс), но являющиеся, однако,

размерности лишь для задач совсем неоолыиоп [п —  Л . о)
Метод Келли [60]

вспомогятрттгтгптт гга весьма близкой идее. Однако в качес
iTTinron^t™ задачи на каждом шаге в пом решается задача лтюшюго
^^ограммировання, а не ищется центр тяжести многогранника. Пусто по-

чтоУ"'мног“”^'''® заведомо находится в М’- Будем предиола-
SfiTo - 7г npS помощи лпнепных огранн-
опош ^ о’ ^ ^ пропзвольиое а:» 6 М\ найдем с« -

J “ а:» п решим задачу л.тщпюго программнрованпя
Т{^) + (с», ж - а:») ^ xn+i, а: б № (здесь х„1\ - дополнительная  Перс

ее решение есть х\ ™гда будем решать задачу
,, Л® ) -t- (с“, х~х«) а:„+,, х - х') ^ a;„+i, г  6 М

нового следующая задача получается из предыдущей дооавленпем
смтдрд. ™ Ограшгчепия, поэтому их удобно решать дпоиствмшым

метода является необходимость решать
mZ™ “7“ Солыпим числом ограничений. По-впдпмому, этшн
раСотм °^“Р«сывая каждый раз все ограничения, которые не о„-
ри?тГмет е очередной точке х\ однако сходимость такого ва-
денто р доказана. Кроме того. ме«.д имеет тепдеицшо к вырож-
чу лйн7,Г®°Р“ становятся почти линейно зависимыми, и решать зада-

У шнеиного программирования все труднее Достоинством метода являет-

тве

ШШьС„+{,

менная). Пусть
тш Xп+Ь
И т
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ся, D частности, возможность оценить точность решения. В самом деле, ссчпг
/* — точное значение лпшимума, то Какова скорость
сходимости метода — неясно. Для гладких функций целесообразно приме
нять моднфпкацшо метода, предложегшую Ф. Вольфом [61]: скорость схо-

увеличивается, а для квадратичной функции можно по-Д1Ш0СТН при этом
лучить точное решение за конечное число шагов.

Опишем теперь метод, являющийся обобщением градиентного па слу
чаи негладкой функцхга. Образуем последовательность

(16)

гяо > n -t — опонньш к fix) в точке Еслл выбирать длину шага
где А,. и а с показал Н 3, Шор [82], предлож-пвпшйпостоянной WXhC^W = Р , то, как показал и. l тт^лг^тттоп
этот метод, можно найти мтшмум с точностью порядка р Ю
[63] II Б. Т. Поляк [64] предложим уменьшать длшгу шага таким о р<

{например, p/i = 1 / “г 1))О, 2 рл= оо
ЗОМ , чтобы ||A/i6'^^il = р/|, где р/г

н доказали сходимость такого
метода являются немонотояпыми: гакова его скорость сходимо-
чрезвычайно прост. Не совсем ясно, однако, какова его скор
сти II от чего она завлснт.

В заключение следует ттлпктпкесказать, что

этом разделе, недостаточно проверены па практике
эффективности делать рано.

G. >^1ЕТ

больш1гаство

СПЕЦИФИКИ ЗАДАЧ

 методов, описанных в
выводы 00 их, так что

-гягяли что мишгмпзнруемая фунхщия f{x) есть
До сих пор мы 2\,онкоетпых задачах, используя спецнфн-

пекая «функция общего вида» - ,„„птельпо более эффективные методы,
ческпй вид fix), можно получить зиа
чем в общем случае.

Прежде всего
связанным между собой, та
зацип меньшей размерпостн. . . . +.. .+/„ (л:„) мгаимпзацня

Так, в тривиальном “^.“,;,,нимизацш1 функцш! одной перомсшюи
fix) сводится к незавпепмон

могут входить по группам, слабо
ряд задач мпннми-XI, . ● ● > J

I задача распадается на

hiXi), . . . , fni^n)'
Рассмотрим нескольк

.„тгтт метод дппамического
Тогда можно при^* Xi+i) + ■ ● ■ +

более сложный случаи
. . Ч" /

Обозначая (piixi)  .wnmnn фД-т,) связаны рекуррентными

п—1 (‘Гп—Ь ^п) ■

программироваппя [52].
Хп)], полу^1аем,

что min /(я^) = ’

соотношениями: (17)= min /п-1 (я^п-ь ^п),

лп численный метод минимизации, нужно выбрать
Чтобы получить функций фг(я:г). Наиболее рас-простра-

тот или ШШ1Г спосоо аш р_ является следующш! «метод блуждаю-
иеиным в ььппслптел начальное приближение х^ = (xi°, . . . , х,Д) и
щей трубки». фг(Хг) ВЫЧИСЛЯЮТСЯ ТОЛЬКО в точках Хг®, Xi® + бп
шаг 6о. Далее фупкй * ^ например Xi°, хД ± бо, Хг^ ± 2бо) с помощгло
(иногда на больше

(Xn-l)фп-1

Х{) +ф1(Я’1)1-
(Xi-l)ф|-1
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рекуррентных соотношений (17). Когда фг(ж{) построепы, ищется следую
щее приближение а:^ — (5:1^, . . . , Хп^), реализующее минимум при данных
фг (^0 т. е.

Ф1(-Г1^) = min ср1 (a;i), h{Xi^, ггг^) Н-ф2(а'2^)  = min ^2) + 4>2{x2.)]
Xi X-2

и т. д. Если оказывается, что х^ = х^, то шаг бо дробится пополам: 6i =
= 60/2, если х' ф то 6i = бо и цикл повторяется. Нетрудно видеть
связь этого метода с методом покоординатного спуска. В самом деле, в од
ном из вариантов метода покоординатного спуска (см. раздел 3) произво
дится вычисление значения функции в Ъг точках вокруг вида х\'^, . . .

Xi + бо, x^i+i, . , . , Хп^ и делается шаг в ту из них, в которой
f{x) минимально. Здесь же по существу ищется минимум f{x) по 3” точкам
вокруг х^ вида Х\^ -)- 8160, . . . , ei6o, . . . . + елбо, где 8г пробегают
значения 0, dzl.

Однако, благодаря специфическому виду fix) такое вычисление мини
мума по 3” точкам

а:«-г—1,● ● ?

производится весьма экономно лгаогие. Существуют и
другие вычислительные схемы динамического программирования, мы на
них не будем останавливаться.

Приведем еще один пример, в котором специфический вид функции
позволяет применить специальные методы [65]. Пусть /(х) = ф(р(х)), где

● ● ●? Рт{х)) —векторная фупхщия ?г перемегшых xi, . . . ,Хл,
^ Ф(^) — числовая функция т переменных i/i . 11^ Например, в методе
наименьших i » х л
,, ,   . квадратов приходится минимизировать выражения вида

J \^) (cci f>i(x))2 — Рт{х))^‘. в таком случае целесообраз-
функцию р(х) аппроксимировать линейно, а функцию ср(х) — квадра

тично, т. е. J 't'j к \ /
110

f{x-\-x) = ф(р(х + л:)),  , ,, , ф(;^(^) -гр'{х)х) ^
Ф(рМ) + (ф (Р(х)),р'(х)х) +‘/2(ф"(р(ж))р'(ж)ж, р'(х)х) =
—/W + (p'(^)'^f'{p(x)), х) +Чг(р' (х)\" (р(х)р' (х)х, х).

Отсюда получается метод, являющийся промегкуточным менаду метода-МП градиентным и Ньютона:

[/(^") V(p(x'0)p^(a;'‘)]

^  В частностп, в методе наименьших квадратов [65 66] очередное прп-
олижение x^'+i находится из условия минимума квадратичной функции

[щ ~Pi{x’^) —р/(х'^) (а: —

. . .+ (Om —Pm(x'0 ~Prn'{x^^){x — X^^))^.

p'{x^)*(p'{p{x^)).-1

Другой специальный прием для метода наименьших квадратов приве
ден в [67].

Следующий вопрос, который нужно решить при анализе конкретной
дачи,—это вопрос о правильном выборе поре.меиных. Можно делать раз
личные преобразования переменных, и в зависимости от этого минимизи
руемая функция будет становиться «плохой» или «хорошей» с точки зре
ния методов минимизации. В частности, мы уже отмечали важность вырав
нивания масштабов переменных для сходимости градиентных методов.
Приведем один конкретны!! пример, в котором переход к новым перемен

позволил резко облегчит!, мшшмизацХ [^7 48] В задачах подоора
протекание реакции в inMiineciwM реакторе, не^

Гт - в Аомбинацпи Л^ехр ! Т
== Г = ^ данной точке реактора. Если бы было ^(0

ПЯ1, то эти два параметра можно было бы заменить од

за-

ным
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НИМ Я; = Ai exp (—Ei / Т). Линии уровня минимизируемой функции на
плоскости А{, Ei имели бы вид А{ ехр (—Е{ / Г) — const. В действительно
сти Т (I) меняется, по слабо, поэтому линип уровня имеют приблизительно
тот же вид, т. е. они сильно вытянуты и изогнуты. Минимпзировать  такую
функцию чрезвычайно трудно. Если ввести новую переменную Bi =
= Лг ехр (—Ei I Тс^), тде Тар — некоторая средняя температура, и рас
сматривать функцию от переменных В{, Ei, то линии уровня распрямляют
ся, а вытянутость их остается лишь по направлениям, близким к коордпнат-
ным осям. Числеггаый эксперимент подтвердил, что миыпмпзацпя в новых
переменных гораздо эффективнее.

Отметим в заключение несколько специальных приемов, позволяющпх
в некоторых случаях ускорять
Тогда целесообразно время от времени перемежать движение по градиенту
/ (а:) отысканием минимума па двумерном подпространстве, натянутом

II /2 {х)- Аналогично, если/(.т) такова, что известна другая функция
Ф (а;), минимум которой совпадает с минимумом / (х), то целесообразно
ремежать М1гаилптзацию по этим двум функциям.

сходимость. Пусть f{x) = fi{x) -\-/2{х).

па

пе-

7. МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ЗАДАЧИ

пригодные для отысканияДо сих нор мы рассматривали методы,
едипственпого минимума функции (или одного из локальных лшниму-

еслп их несколько). Задача отыскания абсолютного минимума функ-
существепно более трудна.

МО в.
ции, пмеющеи много локальных минимумов.
Теория такпх методов почтп не развита. Нет также никакой удовлетвори
тельыой классификации всего многообразия лшогоэкстремальных задач.

Поэтому мы ограппчимся описагшсм нескольких приемов, прпменяе-
абсолютпого минимума,

область абсолютного ми-
мых в вычислительной практике для отыскания
Ни один из этих приемов не гарантирует,
нимума будет найдена (например, в случае глубоких  и узких «провалов»
функции). Неизвестна также сравнительная эффективность методов.

Многие из описываемых ниже методов (а также некоторые дополни
тельные) приведены в обзоре Д. Б. Юдина [68]. Известен также ряд ме
тодов cny^iaimoro поиска (см., например, [3]), которые в дгаогоэкстре-
мальыых задачах в отличие от одпоэкстремальпых могут оказаться цел
сообразными. Опишем кратко еще три группы методов.

Первая грунла лостроепа на сочетаиип какого-лноо метода локального
спуска с тем плп иным правилом выбора совокупности начальных точек.
Так, можно выбирать начальные точки на некоторой сетке,
рать их случайно, можно после опуска в локальный
него большой шаг тем плп ппым ооразом и т. д. (см., например,^ [Ь9]).
При этол^^пуск L камедон начальной точки производится тем груоее, чем
больше ожпдаГмос число локальных минимумов. Б предельном случае,
если Фун щ"ш соБсем «плохая» (очень быстро изменяющаяся) целесооо-
разно совсеГне проводить спуск, а просто вычислять значения функции на
соткГлпбо дететшш.розашюй (обьншо рапномернон), лпоо случайной
(метод Мште-Карло). Подчеркнем, что для сколько-шюудь «хорошей»\  Д luuiiic к не эффективны.

Яочпя rovrina методов-это те из описанных выше методов отыска-
хттпшмума. которые сиосооны «проскакивать» иеооль-

лХалытые минимумы. Так. И. Б. Моцкус [70] предложил модпфпцн-
повать обычный координатный спуск, делая в нем но каждой координате
шаг по абсолютного минимума (отыскивать аосолютнып мшшмум одно
мерной фуикцшг - задача реальная). Метод «тяжелого шарика» (7) не
чувствителен к локальным минимумам с малой «областью притяжения».

что

функции эти методы
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в самом деле, ес.лп близко к локальному мпнимулгу /'{х’^)
— X

области притяжения этого минимума. Наконец, весьма
представляется «овраншьн! метод» Ы. М. Гельфанда  н М. Л. Цетлшта [13],
так как ,в нем делаются большие <(овражпые шаги», причем величина та
кого шага II его направление выбираются независимо от значения фу1гк-
ции в «спущенных» точках (см. выше). Поэтому метод обычно вьншдиг
пз всякой области локального минимума. Практика 1ирименення этого ме
тода описана в [71].

Наконец, возможен п статнсттгческпн

о, но х’- —
велико, то II — д:** будет велико и мы можем оказаться вис

эффективным

/г-1

подход к многоэкстремальным
задачам (он подробно развит в [70]). Предпол.о/ким, что значение функ
ции в точке можно рассматривать как случайную велнчпну, распределен
ную но известному закону (оказывается, что для мяогпх практических
задач логарифмически нор.мальпый закон расп.роделоння удовлетворитель
но описывает функцию). Разобьем область, в которой ищется мпппмулг,
на две части. Тогда в соответствии с общими 'Правилами последовательно
го анализа мы можем после нескольких нспытаиий (т. е. вычпелени!! зна
чения функции в точке) лртаять пли отвергнуть гипотезу о том, что точка
минимума находится в nepBoii части. Зате.м оставшаяся часть вновь раз
бивается па две и испытания продолжаются. Этот метоД;
вольно трудоемок. Кроме того, функция распределения
зуется в нем, часто бывает неизвестна.

по-вндимпму, до-
которая исноль-
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Э К О П О П К А
И МАТЕ М А Т Iff Е С К И Б МЕТОД Ы

НОВЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ХОАНГ ТУН, НГУЕН КУАНГ ТХАЙ

{Вьешпа.ч)

(плп1. При распределеппи заданий между несколькпмп стаика.мп
npeflnpHHTHHim) часто встречается следующая задача, которая была впер
вые рассмотрена Л. В. Канторовпчем [1]:

(1)2-^ max

прп условиях:

(2)2  + a;io = г = 1.2, . . 771dit * j>

j=l

(^1) m

(3)2 / = 1,2, . . nЧ

i=’.

(4)/ = 0, 1, 2, . . 71,i = 1,2, . . 77i;> 0;

где tZf > 0 — время, которым располагает г-й станок; bij ^ О — количество
изделий /-Г0 вида, 'которое может пзготовпть станок в едпппцу времешт
(причем предполагается, что max Ъц > О для каждого ]); fej > О

изделпп /-Г0 вида, входящих в каждый комплект готовой продукции;
— время, пспользоваппое i-м станком для производства изделий /-го

вида; Z — число выпускаемых
Как указал Данциг в l

ковицем [3]. Цель настоящей заметки — изложить новый метод решения
этой задачи, который является довольно простым и,  в отлтгае от извест
ных до сих пор методов, не требует специального рассмотрения случая
вырождеипости.

Докажем сначала некоторые предварительные теоремы.
2. Рассмотрим таблицу Т с т строками г = 1, 2,. .., ??г и ?г -Ь 1 столб

цами 7 = 0, 1, 2, . . . ,п. Обозначим через (j, j) клетку, находящуюся в пе
ресечении /-Й* строки и столбца. Пусть G —набор клеток, такой, что
bi^ > О для всех (г, /) б G, / ^_0. Предположим, что задача (Л) при до
полнительном ограничении о для (i,/) G имеет хотя бы одно до-

= [^ij] — ее оптимальное решение. Тогда

число

Xij
колшлектов.

[2], эта задача была позже изучена также Мар

Xпустимое решение, и пусть
матрицу будем называть максимальным распределением по G, а со
ответствующее ем значение z — мощностью набора G.

Определим активные столбцы и строки по следующему индуктивному
правилу: 1) столбец ; = О активен; 2) если /-й столбец активеи п Xij > О,
то г-я строка активна; 3) если г-я строка активна  и (i, ;) б G, то /-й стол
бец активен.

Теорема 1. Существует по крайней мере один неактивный столбец.


