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том III, BbSlf. 6
Э к о и о SI к А
И М А Т Е Л1 А Т Н 'I Е С К И Е МЕТОДЫ

НОВЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ОДНОЙ ЗАДАЧИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

ХОАНГ ТУН, ИГУЕИ КУАНГ ТХАЙ

[Вьетнам)

1. Прп распределенпи заданий между несколькими станками (или
яредприятнямиИасто встречается сле^ющая задача, которая оыла впер
вые рассмотрена Л. В. Канторовичем [1J ●

max (1)Z

при условиях:

(2)г = 1, 2, .. т.
2  “Н ^гО —
j=l

(3)то
/ = 1,2, . .

7 = 0, 1, 2, ..

● J п
2  = bjZ

(4)i=l
П

г = 1,2, . . 7п; ♦ 5
● J

где > О - время, которьо. Р-олагеох ̂
> О для ка.доео /); Ь.- > О

в каждый комплект готовой прод>кцпи,
производства изделии /-го

времени
— число

изделии /-ГО вида, входящих анком для
— время, использованное

вида; S-число выпускаемых ко* g дозд^е изучена также Мар-
К

Xij

ак указал Данциг в довын метод решения
ковицем [3]. Цель настоящей заметки ^ ^ отличие от нзвест-
этой задачи, который специального рассмотренпя случая
иьтх до сих пор методов, не ipc у

i-M ст

вырожденпостп. пнепварнтельные теоремы.
Докажем сначала^ =®™торые j = 1, 2,. .., m п « + 1 етодо-
2 . Рассмотрим таолицу г с „^«03 а /) клетку, находящуюся в пе-

цамя/= 0. 1, 2 >г. ««“““Ха ^ ^ " ‘ ^
ресеченип г-й строки п .“Z q Предположим, что задача (А) при до-
h ij > о для всех {i, i) ^ LT=^'o для (г,;) Ф G имеет хотя бы одно до
полнительном ограничении [хц] — еа оптимальное решение. Тогда
пустпмое решение, п максимальным распределением по G, а со
ма трицу [д;о-] будем __ мощпостью набора G.
отвотствующее ей зна и строки по следующему индуктивному

Определим актив ^ ̂  активен; 2) если /-й столбец активен п Xij >● О,
правилу: 1) столоец 7 строка активна и (i, /) б G, то /-й стол-
то г-я строка активна, -j)

по крайней мере один неактивный столоец.

такой, что

бец активен.
Теорема 1 . Существует
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Доказательство. В силу известной теоремы двойстветгности най
дутся числа м, l-ij, такие, что

Хг О» (г, /) во, О, (5)

2 &j!Tj > 1 (6)
j=i

ih в) в О,
если Xij > О,

если XiQ > 0.

(7)

Хг — bijUj = О,

Xi = 0,
(8)

(9)

Возьмем какой-нибудь активный /-^столбец. Тогда, как легко видеть,
существует цепь клеток из О: {io, 0), (ц, л), {ц, /i), . . .  , {h, h), (hj),
таких, что a^i,,o>0, > О,. . ., !> 0. Согласно (9)
и потому, в силу (5),— biejifXj, ^ О, т. е. |Xj, 0. С другой стороны, так как
iiji ^9, то согласно (8) и (7), = Яг, ^ О, т. е. рд ^ 0. Значит,

~ 9. Апалогитаым образом можно последовательно убедиться, что
Xi, О, рд = О И т. д. В конце концов pj = 0. Поэтому, если все столб-
цы активны, то iBce pj (; = 2,.. ., ??.) равны нулю, что 'Противоречит (6).

Ооозначим через Р множество всех активных столбцов и строк. Клет
ку (г, J) назовем

имеем Яг, = О

Xi

■ г. п Ci /■ если 1в Р, j ̂  Р — излишней, если Р,
J Ь Р. Очевидно, (г, /) в О для любой переходной клетки, а а:гч = О для
люоои излишней клетки.

Теорема 2. Предполохсим, что исключаются из О все излишние клетки
и прибавляется к О одна переходная клетка (г, s). Тогда'.

1) либо мощность G, либо число активных столбцов увеличивается',
2) если G не имеет циклов, то новый набор G' также не имеет циклов *.
Доказательство. Так как хц = в для каждой излишней клетки

(Я /), то описанная в теореме операция не может уменьшить мощность.
Предположим, что последняя не изменяется. Тогда [хгч]
мальпым распределением по G' и, ■

остается макси-
^  как легко видеть, каждый активный

столоец остается активным. Но s-й столбец, KOTopbiii был неактивным,
стал активным, потому что теперь (г, s) б G', а ?--я строка активна. Сле
довательно, число активных столбцов увеличивается.

Если G не имеет циклов, то переходная клетка (г, s) ие может обра
зовать с G никакого цикла, ибо, в противном слу^хае, существовала бы
цепь от г-й строки до s-ro столбца, ие включающая ib себя никакой из
лишней или нсреходлой клетки, потому г-я строка и s-й столбец были бы
оба активными или оба неактивными, что неверно.

Первая часть теоремы 2 показывает путь увеличения мощности набо
ра G. Следующее предложение дает критерий оптимального решения.

Теорема 3. Если hij ^ 1 для всех (i, /) и bij = 1 для всех {i, j) б
eG(j^O), и если не существует ни одной переходной клетки (г, s) с
brs > о, то матрица х = [xij] — оптимальное решение задачи (Д).

Доказательство. Положим

и 1вР,
я, i^P,

1, /бЛ
я, j Ф Р-{ -{Ui =

Так как тто усло-ппю случай i вР, J ^ Р, bij > 0 иевозмон^еп и 0 Ьц ^
< 1, то, каково бы ни было я > 1, имеем: щ — bijUj ^ 0 для всех i =

(h, h)< (^0, /i),/. . циклом понимается, как обычно, цепь клеток вида
(и, и), (lA, /а), (ia, /о).
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= 1, 2, . .., 7?г И всех / = 1, 2, . . ., п. Следовательно, для любого допусти
мого решения х' = \_Xij] задачи (Л) и соответствующего значения z' мо
жно написать:

ттп пп771

z'( ^bjUj)= 2 2 {
i—l

y,aiUi — Ui

1=1 j=i

mm

2 ̂ iO ^ 2 ● (10)
1=11=1

C другой стороны,

nm

^ j€P
~z'( = V 7lp(z'), (11)V ^йгX di^i

2=1 i6P

-z'(Sbi)-(-')= 3 (12)diP
3(£Pi(rP

= 0 для гбР, j^P пли i^P, /бР, Xio = 0 дляНо, так как хц
bii = 1 для {i, /) б G, то

т

2 ^ii) " 2 (2 “23 —3 3 =
J«P igpp(^i = 3 ^ t?

0(2') < 0 (ибо no теореме 1 существу-
^bj>0) <^огласно (11),

Следовательно, если z > 2, то
один / Ф Р, и, значит,ет по крайней мере ЗбР

при достаточно большом я будем иметь тп

2яЛ--2'
_ /
XiO ?

1=1Ji
—оптпмаль-

/-im Чиячит 2':^ 2, a это означает, что х
что противоречит (Ю). оначт 2 ,

заменяем а,-, bj, Ъц сооиветстве

: о < bij ^
эт

п столбцов, я —

на

/бР

 1 для всех
ого условпя,

 пропзволь-
изменяетх^я*, когда мыне

д,__Гя6,-
,1 &

л

л
i6Pi

= { ЯЙ1, г>;
й/ i^p,й,-1 »

j^P, /бР,

гбР,

Я&1Л

1
Ъг/ = ^Z/i-i,

Я

остальных случаях.Ъц — в

   аотгя ПШ1 описываемом ниже преобразованил коэффици
* Задача (-4) не изменяется пр регаенпя преобразованной задачи и

ептов аь Ъц в том ^ максимальные значения перемен-
задачи (Л) связаны пр
ноп 2 равны.

методы, Я! 6математическпе8 Экономика я
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В самом деле, условия (2) — (3) задачи (Л) мо/кно написать в виде

п 771

2
j=i 7=1

где для / = о, 1, 2, . . . , ?г

i6P,
г^Р.

3. На осповапш! предыдущих результатов,
щий алгоритм решения задачи (Л).

На первом шаге заменим ai, bj, bij

'Ч nXij,
Х,ч

X,-,-г].

м

соответстве

(13)

ожно предложить следую-

нно на

bj bijai^ = ai, bj^ = =и
max bij^ max bij

(что не изменяет задачи (Л)) и возьмем ib качестве исходного набора Gi
множество, состоящее из всех клеток (i, 0), i = 1, 2, . . . , ттг и клеток
(О? /)i / I7 2, . . ., п, таких, что hi.j'^ — 1 (т. е. bip= max bij). Очевидно,г

что Gi не имеет циклов, л О ^ Ь,-/ ^ 1 для всех (г, /).
На к-и шаге имеются набор Gk без циклов л числа ai^ bj^ Ьц‘^ (заме-

мющие bij) с условием О < < 1 для всех i, / и = 1 для
(г, J) bGk и ФО). Определим
этого решим треугольную систему

максимальное распределение по Gk', для

п т
S .к 2^=1,2,..Xij = ai Xij = 6/0,., т, у = 1,2, . . . ,п
i--=Q 7=1

1^иолучив решение в виде = а.-,- - р,-^0, определим 0 из условия 9 =
— тш {aij / Ptj; > U|. Затем определим мпожество ?k активных столб
цов и строк,

а) Если нет клеткп {i, j) с условием i^Ph, j^Ph, bi-^
оптимальный набор. Тогда макснмальиое распределение по Gk при исход
ных данных bi, bij задачтг (Л) дает искомое оптимальное решение,

б) В прогавном случае исключим из Gu все изяшшше клетки
(i, /) (г ф Pk, } 6 Pk) л црлбавпм к G,, переходную клетку (г, s) такую, что
6,./ = max {6f/: i в Ph, / Ф Л).

> 0. то Gk —

Умножим па Ьг/ все числа aiiiQPk), bjH^Ph), (i $ i^Pi<),
делим па Ьг/ «се тасла (г 6 Р/,, j^Ph)- Легко видеть, что новый набор
Gk+i опять удовлетворяет условиям: О hij ^ 1 для всех

= 1 для (г, /) б Gfi+u } =/= 0. Перейдем тогда к следующему шагу.
Так как число разлшшых наборов без циклов, конечно, а по теореме 2

набор, получаемый на каждом шаге, отличается от всех иредьщущих либо
мощностью, либо числом активных столбцов, то очевидна теорема 4.

Теорема 4. Описанный алгоритм ведет к оптимальному решению через
конечное число шагов.

Пример. Решить задачу (Л) прп следующих данных:

н

{i, }).
гз
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2  4 1

44  3 3

3  0 2
2  2 1

8

6

11 44 11
3 3232 3

I I11 1I
О©

45 4 144 113
4-^03 ^ е3^034 —тгОо ^03 ^ 032

1 Ох2 8Ох3
п X9тгХ34

613 138 10 —-г-06 1Г0-46

42 811 2
тгХ9-тгХ3 ●ТГХ3тгХ2 3 9 9

96  + 26
2

24 12
Q = -r5+ “ 13

4 4 1
У 3 3

8 1 1
У 40 1

4 — 3̂ 3

1 Ох 1
16

16 4
- 7Г03 У

4 3
у

2 11о 3 2
45 5

0-48 —-тт-03 3

24
0 5

4 4 1
9 3 3

8 1 1
Gу 44 4

7Г0 —43 ^0■“ 3

1 Ох 1

16+ 4 5 3-^09 -1г0 —833 у

9 II 1
3 2 44

0 = 6+
8*
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0  4 0
4  0 3
0  6 0

о
Оптимальное

решепие
1
о

Здесь приняты следующие обозначения: активные столбцы п строки
клетка набора излишняя клетка ©, переходная клетка X, переход

ная клетка, которую следует ввести в G,
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Э К О П О H К A
II Й1 A Т E М A Т U Ч E С К II E МЕТОДЫ

НАУЧНЫЕ КОВСУЛЬТАЦНН

АНАЛИЗ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

А. Б. МАНДБЛЬ

(Mocitea)

Ляыейное программирование - наиболее разработанный теорет^ес^
ц опробованный практически метод нахождения о^тимальт решении
экономтеских задач. Библиография по линейному програм Р
ншрна — она включает тысячи журнальных статен и сот _ Р^ Р
нографнй. Многие экономисты хорошо освоили принцип Р Р огиа-
иодшко-математических моделей для решения задач Р^'^^Р ^  тпучи-
нпченных ресурсов дгежду альтернативными лидами деят линейного
лись успешно прпмепять различные вычислительные ^^е^одах ^
программирования в зависимости от

^ Ояпяко в значительной части прикладных работ по липеиному програм
Однако аппарат применяется формально, без проник^мнрованию нахождения оптимулха. В ре-

не .енес с.е,ес™ея-

линейного программирования являются двойственные оценки онти
плп объективно обусловленные (о.о.) оценки по термпно-

. О.о. оцеика характеризует влияние того или пно-
целевую функцию задачи,
системы связанных с ним

дач
дхального плана
логшх Л. В. Канторовича

ограшгчнвающего фактора или ресурса па
р?т.топг пенпе ыаняду с оптимальным планом

п п опенок позволяет взвесить относительную важность отдельных произ-
водствеинь« факторов для Яос™_

”ая?яГтГ— внутренние реаервв.

Х'О

и связанная с ним система о.о. оценок порождены
постановке задачи - совокупностью за-
наличнымп ресурсами пропзводствен-

способов в целевой

плана .
Оптимальный план

всеми условиями,
данных технологических сшо
ных факторов,
фунх^цпи. Но изменение
влияние на результаты Р д^^ельно, изменения других
дхальное решение Л^зываются заметно на резулт^татах.
iHupoKiix пределах — решения задачи линехшого программн-

Исследоваиие чувег j^j-ype и исходных параметрах модели имеет
роваиия к изменеххням силу неполной адекватности модеш
^льшов практическое зпачение.

  пяботки методологии использования о.о. оценок в экономмко
● О проблемах „Рчультатов решения задач оптимального планирования

математическом анализе р« .у
работу [1].

технологпчесххпх
араметров задачи оказывает различное

К изменениям одних параметров оптн-
даже в очень

пг

1-\1 .


