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Динамическое прш-раммирование является сравнительно новым разде
лом той отрасли математики, которая занимается анализом и разработкой
чнсленньи методов решения различных экстремальных задач. Оно не вы
деляет среди всех задач математического программирования задач, обла-
даю1^х определенной математической записью, как, например, задачи
линейного программирования, а дает новый своеобразный подход к пссле-
дованню экстремальных задач. Конечно, это не означает, что здесь нет
общих математических формулировок, но
следствием самого подхода к исследуемой проблеме.

Впервые термин «динамическое программирование» появился в рабо
тах Р. Веллмана в середине 50-х годов. С этого времени идеи динамиче
ского программирования были значительно расширены  и углублены: по
явилась общая математическая постановка рассматриваемого класса задач
и были разработаны весьма эффективные методы решения. В настоящее
время эти методы находят все большее применение при решении конкрет
ных экстремальных задач, так как они дают эффективны!! подход к ана
лизу внутренней структуры исследуелшх процессов.

Цель настоящей консультации
дач динамического программирования, указать основные характерные
черты, объединяющие эти задачи, и на основании их описать общин под
ход к задачам с точки зрения динамического программирования. Кроме
того, здесь будет дана общая математическая формулировка задач дина
мического программирования и описаны простейшие методы решения.

они являются, как правило

изложить различные постановки за-

ПРИМЕРЫ ЗАДАЧ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Рассмотрим две простые задачи динамического программирования. На
практике приходится встречаться с более
будет показано ниже, большинство
не имеет принципиального значения при анализе п решении этих задач.

Задача о планировании производства. Пусть нужно составить план
раооты предприятия на период времени, который состоит из п хозяйст
венных лет. Это предприятие производит некоторую продукцию (напри
мер, станки), реализуемую в конце каждого года. Результатом этой реа
лизации является прибыль предприятия. Определепиая ее часть идет на
расширение предприятия. Кроме того, па эти же цели в начале каждого
года направляются некоторые дополнительные средства (например, из
фонда государственных капиталовложений), размер которых заранее не
определен. Требуется в начале каждого года так определять размеры этих
дополнительных средств, идупщх на расширение предприятия, чтобы:
1) к концу планируемого периода предприятие выполнило план выпуска

сложными задачами, но, как
из этих дополнительных сложностей
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продукции, который задан заранее; 2) общая сумма дополнптельных ка
питаловложений за весь планируемый период была как можно меньше.

Будем считать, что основной п единственной характеристикой рас¬
сматриваемого предприятия является его мощность, т. е. спосооность вы
пускать определеппое количество продукции. Будем также считать, что
средства, выделенные на развитие предприятия (на увеличение его мощ
ности), реализуются в течение одного года. При этом условип количество
продукции, выпущенной в г-м году, однозначно определяется мощностью
предприятия в том же году. Отсюда TaitH-je видно, что сама мощность
предприятия к началу года полностью определяется его мощностью в пре
дыдущем году и величиной дополпптельпых средств, выделенных для его
развития, так как прибыль предприятия однозначно определяется его мощ
ностью. Обозначим через Хг мощность предприятия к концу i-ro года,
а через Ui — величину дополнительных средств, выделенных в г-м году.
Тогда все сказанное выше можно записать следующим образом; Xi+i =

Заметим, что дополнительные средства гz^ не обязательно выражаются
в денежных единицах.

Из постановки задачи видно, что планирование роста предприятия на
На каждом этапе,весь планируемый период распадается на ряд этапов,

каждого года, нужно определить дополнительные средства,т. е. в начале
которые идут на увеличение мощности предприятия.

То что планироваппе развития предприятия за весь период времени
состоит из ряда этапов, является одной из самых характерных черт задач
динамического программирования. Поэтому эти задачи часто назьшаются
задачами многоходового выбора.

Что нужно учитывать в первую очередь при определешш оптимальных
размеров дополнительных средств, выделяемых на развитие предприятия

каждого года? Совершенно очевидно, что оптимальный план на
планируемый период полностью завлспт от состояния предприятия

^  предшествующие годы. Поскольку
здесь рассматривается упрощенная модель предприятия, то состояппе его
в любой момент времеип характеризуется лишь его мощностью.

То, что оптимальный плап завпспт пе от предыстории, не от того, как
предприятие достигло исходного состояния, а только от состояния ^пред
приятия в исходный момент времени *, является второй характерной осо
бенностью задач динамического программирования.

Свойство иезавпспмости оптимального плана от предыстории в задачахосновным. Именно это свои-

в начале
весь
в исходный момент времени, а не в

динампчес-кого программирования являетсяттоттггтгтг. -злявчу можно рассматривать с точкиство указывает на то, что данную зада ly ^ в вухха „«лт.т^o»^л^ттrirmя1тия п именпо на 6Г0 основе строптся
зрения дпналппщского программирования, ^ ^
большинство численных методов решением подобных задач.

Третья особенность рассматриваемой задачи состоит  в ее аддитивности,третья ocoueauuLib i ^ рассматриваемой задаче имеет вид:
Это означает, что целевая функция в г ^ м

т»—1

)^F{u)== Зф(мО-F(uo, ● ● ●»^п—1

дополнительных средств, выделенпъьх в начале i-ro года,где Ui — размер

“'^Это^шГствГие'явлдатТяТтоль сущоствсиным, как первые два, однако
прп ^щГбмьшппотву задан динамического программпроваипя и зна-оно

.-г „ глепует смешивать с тем, что ирп состаплеипи планов пеобкь
пимо развитие предприятия до планируемого периода для выявления ■

характеристик этого предприятия.
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чптельно упрощает вкгчислцтельыып процесс решения. Существуют задачи
динамического программирования, в которых свойство аддитивности не
выполняется. К таким задачам относятся, папрпмер, задачи о максими
зации прибыли в конце планируемого периода и др.

Приведем теперь математическую постановку данной задачи. Пусть
а^(0) —состояние предприятия (его мощность) в начале планируемого
периода, а а: (гг) — в конце планируемого периода. Так как в конце пла

нируемого периода предприятие
должно выполнить заданный план вы
пуска продущии, то можно считать,
что а; (гг) также известна заранее.

Величины дополнительных средств,
вкладываемых в предприятие, оче
видно, не могут быть совершенно про
извольными, а изменяются в некото
рых пределах, т. е. Ui может прини
мать значения только из некоторого
ограниченного множества, которое
обозначим Ui (г = О, 1, . .., гг — 1).

записать в следующей форме: минимизироватьТеперь задачу можно

п—1

= 2 ф(“»)
при условии (I)=  щ),

^0 = з:^0); = х{п),

а:,-г+1

г = 0,1, . . . , гг — 1

Итак, это типичная задача диналгаческого программирования. Хотя
рассматривалась только грубая схематичная
что при конкретизации этой модели
сохраняются. Следует та1щ<е

модель, но нетрудно видеть,
названные выше основные свойства

заметить , что структура приведенных фупк-
циональных зависимостей и допустимых областей ^жет бьыь совершен
но произвольной, это никак не отразится на основных свойствах задач.

Задача о кратчайшем пути. Рассмотрим еще одну задачу из другой
области — задачу о нахождении кратчайшего пути.

Пусть нуяшо добраться на машине из пункта А в пункт В. Имеется ряд
возможных вариантов путей. Они составлены из участков дорог различ
ных по длине (качество дорог принимать во внимание не будем) Общая
схема дорог изображена на рис. 1.

Кружочками отмечены промежуточные пункты, которые для удобства
занумерованы. Цифры около отрезков прямых указывают длины соответ
ствующих дорог. Задача состоит в том, чтобы выбрать кратчайший путь
следования машины жг Ап В.

Эту задачу можно рассматривать с разных позиций. Рассмотр
точки зрения динамического программирования. Для этого разобьем
пункты на группы. К первой группе отнесем пункт А\ ко второй
пункты, в которые можно попасть непосредственно из пункта А (эта груп
па состоит из пунктов с номерами 1; 2); к третьей—те пункты, в ко
торые можно попасть непосредственно из любого пункта второй группы
(к этой группе не относятся пункты, входящие в первую и вторую груп
пу; третья группа состоит из пунктов 3; 4; 5; 6).

Аналогично образуется четвертая группа из пунктов 7, 8, 9;
группа — из пунктов 10, 11, 12 и шестая группа, в которую входит

им ее с
все

те

пятая
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пункт в. Можно с достаточной степенью точности считать, что двпженпе
машины иг А VL В состоит из нескольких этапов. На первом этапе движе
ния машина перемещается из Л в какой-то пункт группы 2, на втором —
из пункта группы 2 в пункт группы 3 п т. д. Таким образом, весь процесс
движения автомобиля является многоэтапным процессом движения. Кро¬
ме того, процесс нахождения кратчапшего пути следования тоже распа
дается на этапы. На каждом этапе требуется так выбирать путь следова
ния машины в соседнюю группу пунктов, чтобы весь путь следования был
наименьшим. Отсюда следует, что рассматриваемая задача
дачей многоходового выбора.

Свойство аддитивностп для задачи вытекает пз того, что длина пути,
состоящего пз нескольких отрезков дорог, равна сумме длин этих дорог.
И, наконец, нетрудно видеть, что кратчайший путь следования машины
из любого пункта в пункт В зависит не от того, как машина попала в этот

общей схеме дорог. 1. е.

является за-

пункт, а только от расположения этого пункта в
для этой задачи выполняется основное свойство задач динамического про
граммирования: свойство независимости оптимального поведения (в дан
ном случае оптимального движения автомобиля) от предыстории, з это
го свойства, в частности, вытекает следующее:
мальный путь пз Л в 5 проходит через пункты 2, 9, ,
ший путь следования машины из пункта 2 в пункт В  ^ ^^  ̂ оптимальной траекторией всейрез пункты 6, 9, 10, т. е. будет совпадать с
задачи на участке от пункта 2. ттг»лгфг.<1 нп т?яж-

Чтобы подчеркнуть, какую б«“шую роль тра^о
ное свойство, опишем вкратце метод реше ^ следующем. Пред-
которып целиком на нем основан. Д , ^ пунктов 1 и  2 до
положим, что мы уже нашли кра-паптоте у ^ ̂  достаточно рас-
пункта В; тогда, чтобы наити траектория U проходит через
смотреть всего две траектории , ^ерв р соединяющей этот пункт с
пункт 1, а дальше совпадает с первой, но проходит через
пунктом в, вторая траектория -Ьг анал
пункт 2.

Для выбора кратчайшего пути из
чеиных двух путей и выбрать из них
ние исходной задачи. „„л.ттлтяят,ный путь следования

 нужно сравнить дли

Докажем этот факт. Пусть L оп описанных выше траектории.

ны полу-
самый короткий, который дает реше-

из Л в Я.

Покажем, что он совпадает с А с В, проходит либо через
Так как любая траектория, соед дQJJ^им, что L проходит черезвытекаетпункт 1, либо через пункт 2, то пр „,^JддьlIoй траектории
пункт 1, тогда из основного i до пункта В и, следовательно,

,

L совпадает с на участке пункт 2, то аналогичными^рас-что
L совпадает с Li. Если же L проходит чер ^ совпадать с траекторией L^.
суждениями можно показать, ° х, достаточно найти траекторт
Таким образом, чтобы найти пунктов группы 2 в пункт В.
к и к, т. е. найти кратчашш1е п>ти и нахождения траек-
Нетрудно показать теми ?ке р J пути из каждого пункта груп-
торий h и h достаточно наити 1 ^
иы 3, т. е. из пунктов 3, 4, 5, Ь в ^ ^.д^ные рассуждения, мы приходим к

Применяя последовательно ai ^ кратчайшего пути из  Л в 5. Сна-
следующему алгоритму для на д каждого пункта группы 5 в

находим кратчайшие результаты, находим крат-шипшечала
пункт В, затеи, используя по. У ^ ̂  ^ В и т. д. до тех пор, пока
сути h, h, h из каждого ^ которая состоит из одного

пун:^ТэГ"б;;ех рев.ением задачи.

А п В

не
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Проиллюстрируем! этот метод на численном примере. Найдем кратчай
ший путь между А \1 В {рис. 1). Длины всех дорог указаны на схеме. Весь
алгоритм состоит из 5 шагов:

1 шаг. Вычисляются кратчайшие пути из пунктов 10, И, 12 группы 5
до пункта В. Они, очевидно, равны: Uq = 4,1; 1\\  = 5; 1[2 = 1,5 (^j
чайшни путь из пункта j в пункт В).

2 шаг. Вычисляются кратчайшие пути из пунктов 7, 8, 9 группы 4 до
п^ш^кта В. Вычислим, например, /-э. Так как из пункта 9 можно попасть
в пункт В через пункты 10, 11, 12, то длина кратчайшего пути равна наи
меньшему из трех чисел: /ю + 1,5; 1ц 4; /12 + 5,2, т. е. /9 = min +
+ 1,5; 1ц + 4; li2 + 5,2} = 5,6. Кратчайший путь пз пункта 9 будет про
ходить через njniKT 10, поэтому будем писать: h = /э(10).

Аналогично

крат-

получаем /7 = min {/ц 2,1} = 7,1 = h{\i)
= minfe + 2,l; Zu + l} =3,6 = Zs{12).

3 шаг. Вычисляются Z3; k: h\ k.
h = min {Z7 + 1; Zg -h 2,4} = 6 = Z4(8) ;
= 8,6 = Z5(9); k = min {Z9 -b 1,5} = 7,1 = Ze(9).

4 шаг. Вычисляются Zi и h. h = min {Z3 Ч* 3; k-\~ 1-5} = 7,5 = Zi(4);
/2 == min {Z3 + 1; Z5 -h 5; h + 4,2} = 11,3 = Z2(6).

5 шаг. Вычисляется кратчайший путь пз А
Z2 + 1} = 12,3 = Za(2).

Таким образом, кратчайший путь пз Л в 5 равен 12,3. Этот путь про
ходит через пункт 2, так как 1,^ —■ Zn(2). Вспоминая, что кратчайший
путь пз пункта 2 в пункт В проходит через пункт бит. д., получаем
кратчайший путь пз А в В, который проходпт через п^шкты 2, б, 10. На
этом решепно задачи закапчивается. Этот метод дает не только искомую
оптимальную траекторию, но и всю структуру оптимальных поведении
относительтто пункта В для рассматриваемой сети дорог. Например, крат
чайший путь пз пункта 5 до пункта В равен Zs(9) = 8,6, и этот путь
проходит через пункты 9 и 10. Этот факт для практических нужд час
то более цепеп, чем нахождение только одной оптимальной траек
тории.

h =

I3 = min {Z7 -1- 4} = 11,1 = Z3(7);
I5 = min {Z7 -}- 5,2; Zg -j- 3} =

B. Ia = min {Z5 5;

О применении этого метода к общей задаче динамического программи
рования, о его достоинствах и недостатках будет сказано в последнем раз
деле этой статьи.

Приведем математическую формулировку этой задачи. Для этого вве
дем пеооходямые обозначения: Xj — множество всех пуш^тов группы /.
Hanpiraiep, для j = 2 Х2 состоит из двух пунктов  — 1 и 2. Uj — множество
всех путей, ведущих пз группы / в группу / 1. Для  j = 2 Uz состоит из
путей, соединяющих пункты: (1,3); (1,4); (2,3); (2,5); (2,6). ф(д:^, ajj+i) —
длина пути между пунктами Xj б Xj п Xjj^i б Эта функция
даваться либо графически, либо при помощи таблиц.

Предположим, что из некоторого пункта Xj б Xj проходит дорога
б Uj, которая ведет в пункт Xj+i ^ Xj+i, тогда будем писать:
/  ̂j) -

Так как из каждого пункта ведет несколько дорог, то, подставляя в /
различные будем получать различные Xj+i. Заметим, что функция /
задана при по.мощи схемы, изображенной на рис. 1. Рассмотрим последо
вательность и= (hi, . . ., Us), где iij^Uj. Назовем такую последователь
ность допустимой, если ей сопоставляется последовательность пунктов

= [х], . . . ,xq), где Xj б Xj, такая, что д:^4-1 = Uj) для / = 1, . . . , 5.
Ясно, что допустимая последовательность U2 определяется не только мно
жествами и j, по и множествами Xj.

Задача

может за-

Xj+i =

X

состоит в нахождении допустимой последовательности и =
= ( lis"), минимизирующей функцию
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F{u) =

Xj+i — / (Xj, Uj),

Xj Xj, Uj ^ ?7j,
Xi = A\ Xq = B;

/ = 1, . . . . 5.

при условии (И)

0БЩ.4Я ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ДИНАМИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В предыдущем разделе были рассмотрены две задачи из различных об
ластей эконоьшки. Эти задачи на первый взгляд весьма далеки одна от
другой. Однако, рассмотрев их с позиций динамического программирова
ния, мы обнаружили много общего в их структуре: и та и другая задачи
могут быть представлены как задачи многоходового выоора; оптпмальн^
траттории и топ и другой задачи обладают очень
«независимости»; кроме того, эти задачи являются аддпт’  ̂  T,xTnnwf>TTTTP R пх математических моделях, ко-ство этих задач нашло свое выражение и ил «-i
торые являются почти идентичными. Хотя
задачи о кратчайшем пути выглядит несколько пеку ’
благодаря этой математической модели можно ^ ^ чяпачу пингми-
шегшя, оппсаппый в специфических терминах, ^ «планиповании
веского программирования, а следовательио, ^ ?аст^ттпртянпвкя нозво-
производства». Вообще единая терминология и о щ > пячпябп

класс задач целиком и применять методы, разраоо-
задач этого класса, к другим задачам этого же

желательно попытаться сформулировать

ляют исследовать весь
тайные для конкретных
класса. Поэтому любую задачу
в общих терминах, даже если формулировка будет слишком громоздкой
неудобной. При этом, конечно, нельзя забывать, что существует поста-

наиболее приемлемой для рассматриваемой

и

новка, которая является

''“"приступим к описанию общей задачи
ния. Рассмотрим некоторую, развивающуюся систему  ® момент вре-
ты времени f = О, . . . , Г- Состояние этой сис^е>ш^в кая^^

буде"„“аТ"вГ» 06-“™” """будем называть может находиться система в момент вре-

т'сос“о chctS'b начальный момент ^ = О считается за
мени t — m ^стояотеси системы состоит в последователь-
данным а:{0) — ^0. Р g другое. В каждый момент t на это
ном переходе пз одного состо^ ^амощи системы управлений. Если
развитие можно воздействовать к ^^стояние ее в следующий момент
система находится в состояшш вектором х (О, но и соответ-
времени x{t 1) это следующим образом: x{tA-i) =
ствующим управлением, с^апвш ^ управление. Функция / задает
- Jix{i),u{t)), где wf) в состояние д:(^-|-1), если выбрано
правило перехода от управление в каждый момент не может быть
управлоипе u{t). ^ Обозначим через Um множество всевозмож-
совершепно °рэиэволыт ' выбирать в момент t = т. Развитие си-
ных управлении, можно полностью определить последова-

(^))i где х{т) G Хт — вектор состояния си-

"-^^последовательность указывает на то, что система последовательно
состояния а:(яг) к состоянию а:(яг + 1). Такие последова-

стемы в течение
телыюстыо X

переходит от
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тельности называются стратегиями. Так как существуют такие состояния
х{т) В Хт и х{т-\- 1) В Хт+и что нет управления переводящего систему
из одного состояния в другое, то естественно ввести понятие допустимого
множества стратегий. Это множество состоит из стратегий, для которых
существуют управления, такие, что x{m-\-i) ~ f{x{m)um) для любого

= о,. . ., Г — 1. Для полного описаппя процесса каждой стратегии х
нужно сопоставить некоторую оценку F{x): функцию цели. Таким обра
зом, процесс движения описывается заданием допустимых множеств со
стояний Хт, допустимых множеств управлений Um, правилами перехода
от одного состояния в другое согласно выбранному управлению и функ
цией цели.

Задача состоит в

т

нахождении допустимой стратегии, обеспечивающей
экстремум (для определенности минимум) функции цели. Функция цели
может быть задана в двух формах: либо непосредственно на лшожестве
заключительных состояний Хт (например, когда определяется максимум
дохода в конце периода), либо в виде суммы оценочных функ-
цм Qm{x{m)\x{m i)), получаемых при каждом ходе из х(т) в
х(7п 4-1):

Т-!

^(^)— 2 0m(a:(77i); a:(m + l)).
о

Первая форма целевой функции соответствует неаддитивной задаче ди-
Hai^ecKoro программирования, а вторая — аддитивной.

Цервый вид целевой функции можно рассматривать
^ида, ^когда 6^ = 0 при т Т. Поэтому можно рассматри-
второй вид целевой функции. Так как любая допустимая

УШ)авле1ги^ поотостыо определяется последовательностью допустимых

1Щей от унУв^^^Гя! Таким обрГзоГ'”'^"
вания состоит - ~ ’
= (ио*,. . ., н

как частный слу-

задача динамического программиро-
●  нахождении последовательности управлений и* =

), минимизирующей функцию
г-1

F{x(u))= 2 6m {*('»); г(т + 1));m*o
при условии x{m-^i) = f{x{m), uj

2^(^);е Х^-, х{0) = хо',
(III)

формуГоГ(И17'' ^*огут быть представлены
Математическая формулировка задачи (I) отличается от общей фор

мулировки (III) только тем, что оценочная функция  в ней задана на мно
жестве управлений.

Положим:

0j (;); X (/ + 1)) = min ф (zzj), ^3+i = f{XjUj)
tij

и

n—I

^’i(u)=i?4(x(«))= 2l0j(a:(/); r(/-l- 1)).
i«o
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Тогда оптимальная стратегия в задаче (I) с функцией цели F будет
совпадать с оптимальной стратегией той же задачи, но с функцией
цели F^.

Следовательно, математическая модель задачи (I) может быть пред
ставлена в форме (III). Математическая модель задачи (II) полностью
совпадает с математической моделью общей задачи. Из постановки общей
задачи динамического програмьгарованпя видно, что она является задачей
лгаогоходового выбора, так как нахождение оптилтльного управления раз
бивается на ряд этапов, на каждом из которых выбирается некоторое до
пустимое управление.

Легко проверить для этой задачи
оптимального поведения от предыстории. Оно часто называется принципом
оптимальности Веллмана пли просто принципом оптимальности. Приведем
формулировку этого принципа, данную Беллманом^в [1].^

Оптимальное поведение системы {а х )'.
= х*{0)^.. . ,х{Т) обладает тем свойством, что,
ние системы а:(0) в начальный момент времени f =  О и управление в на
чальный момент времени, которое переводит систему из а:(0) в а; (1), т. е.

выполнение свойства независимости

: Xи — Uq ,.
каково бы ни было состоя-

и г—1’● ● 1

а:*(1), оптимальное поведение Vy* относительно состоян^ х*(1)
будет равно: V* = («i‘, . . ., t) > У ~ (I)> - - -t^ ( ))● Другими
словами, оптимальное поведение системы относительно состояния x{i) за
висит не от того, как мы попали в это состояние,  а только от самого со-

х{0)

стояния. „„
Важнейшей особенностью задач динамического ̂ ограммирования

ляется возможность эффективного использования функциональных урав
нении, которые являются точной записью принципа оптимальности Бетл-
мана. Выведем эти уравнения. Рассмотрим систему в момент t = 1. Пред
положим что для каждого состошшя з:(1) 6 известна последовате^
ность ynpaB^rf Р'(^(1))=  последовательность

яв-

г-1
ТГ А.-,т«тттгттяЛ 'V 0m ПрИ ВЫПОЛНвНИИ УСЛОВИИ ЗЕДа-

обращает в минимум функционал ^ «т

/TTTN тт ., ,,х,«ттмялъное значение определяется только вектором
(III) . Поскольку ми ■ - Из принципа оптимальности

х(1), то обозначим это зн последовательности управлении
следует: дм „отреть только последовательности вида:
задачи (ПТ) достаточно ра р у. и выбрать из них оптимальную,
и = (ио, V(a;(l)) переводящее систему из состояния
Лдесь По - допустимое если известны V'(x{i)) и F,{x{i))
х(0) в состояние х^!)- 1аким и ^ выбору соответствующего управ-
для всех а:(1) б Xi, то задача св значение функционала, соответству-
ления в начальный момент ^ у(д:(1)), равно [6о(а:(0), з:(1))-f-
ющее последовательности управление
+ F,{x{l))]. Поэтому оптимальное у к
соотношения:

.^павлений но'1^'(*(!))' ^де г(1) =/(х(0), н„),
Последовательность упр ^^_,„огтью управлений задачи (III). Обозна-

будет оитимальной последовательность у р
значение функционала ^ 0

чи

Ко находится и.з

х(1) = /(а;(0),ко)

минима льно в для
F

т
h{^(k))яим через к

 \ . .., удовлетворяюпщх условиям задачи
последовательно принцип оптимальности к функ-(а:(т)}; {кт}:

(III). Тогда, Iп
т

рименяя
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циям Fi, F2 п т. д., приходам к системе функциональных уравнений:

Fq {х{0)) = min [00 (а; (0), х(1)) -{- Fi {х (1))]
tio

Ft {х (1)) = min [01 {х (1), X (2))
Ui

(IV)F, {x]{i)) = min [0i {X (0, a; {i + 1)) + F^t Ш
U.

Ff.ti^iT ~i)) = min [0j-_i {x{T — 1), x{T))]
UjVi J

Функции Fi{x{i)) называются функциями Беллмана. Решение этой си
стемы уравнений надо начинать с конца, т. е. сначала находить Fr-i, за
тем Ft-2 и т. д.

Основное достоинство этих функциональных уравнений состоит в том,
что решение задач большой размерности сводится к последовательному

решению задач с меньшей размерностью.
Так например, если x{i) —одномерный век¬
тор для всех I, то первоначальная задача со
стоит в минимизации функции Т перемен
ных. Каждая фунщия Беллмана является
функцией одной переменной, поэтому
функциональные уравнеття (IV) сводят ре-
шенпе исходной задачи к решению последо
вательности одномерных задач, что значи
тельно упрощает решение.

Задачи динамического программирования
обладают простой геометрической интерпре

тацией, которая часто является весьма полезной для их понимания и и.зу-
чения. На рис. 2 вертикальным лтгиям соответствуют моменты времени,
в которые рассматривается исследуемая задача. Вертикали О соответству
ет момент времени ^ =i 0, вертикали Т — момент времени i = 7*, а точ
кам на вертикалях — допустимые состояния системы  в соответствующие
моменты времени. Так как состояние системы

А

в каждый момент времени
характеризуется вектором, то каждому вектору состояния соответствует
точка на рис. 2. Конечному числу точек соответствует конечное число со
стояний, бесконечному числу — бесконечное состояние. Для удобства рас
смотрим только конечное число состояний. Пара точек x{i); a:(i-|- 1), рас
положенных па соседних вертикалях, называется допустимой если су
ществует допустимое управление, переводящее систему состояггия x{i)
состояние 1). Каждой допустимой паре точек естественно
ляется число 0г(д;(г); 1)). Каждой допустимой стратегии
ляется ломаная, соединяющая точку А с вертикалью Т. Такие
называются допустимы.ми. Каждой допустимой ломаной естественным об-

в
сопостав-
сопостав-
ломаные

т-1

разом сопоставляется число, равное/?'^ 2 0г(^(О; 2;(i-f-l)). Оптималь-
г=0

ной стратегии соответствует ломаная с наименьшим зиачеиием суммы чи
сел 0г.

Следовательно, исходную задачу можно сформулировать в следующем
виде: требуется среди всех допустимых ломаных, соединяющих точку А
с вертикалью Т, найти такую, которой соответствует наименьшее значе-
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нпе суммы F. Очевидно, что эта формулировка эквивалентна форд1улпров-
ке исходной задачи.

Принцип оптимальности в такой интерпретации означает следующее.
Пусть ломаной ABCD соответствует наименьшее значение F. Тогда среди
всех ломаных, соедогаяющих точку В с вертикалью Т, ломаной BCD соот-

Г-1

ветствует наименьшее значение = 2 бг- Эго наименьшее значение
г=1

суммы есть не что иное как значение функции Веллмана Fi(a:(l)) при
х{1) = В. Справедливость этого утверждения вытекает из того, что опти

точку В.-мальный путь из точки В не зависит от траектории, ведущей

НЕКОТОРЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ

Опишем вкратце основные методы решения задач динамического про
граммирования. Желающие более детально ознакомиться с данными ал
горитмами решения смогут воспользоваться литературой [1 8].

Для изложения методов решехшя воспользуемся геометрической интер
претацией, изложенной выше.

Метод последовательного анализа вариантов. Данный метод применяет-
систсма может находиться лишь вся в основном для задач , в которых

конечном числе состояний в каящыз! момент времени,
описанного выше па примере решения задачи о на-Сутъ этого метода,

хождении кратчайшего пути, состоит в следующем.
Пусть для каждой точки (i + 1)-й вертикали найдена «оптимальная»

ломаная соединяющая эту точку с вертикалью Т. На рис. 3 изооражень
все эти ломаные. Тогда для нахождения «оптимальной» ломаной из точ-

А достаточно рассмотреть только ломаные, изображенные на рис. о,
выбрать из них оптимальную. Если пара точек А и С является не допу

стимой, то ломаная, проходящая через эти точки, не рассматривается.
Предположим, что ломаная, проходящая через точку Я,

шей ^^реди остальных; тогда при дальнейшем рассмотрении нет необходи-
моТти^матривать ломаные, проходящие через --у 4 и не проходя-
ШПР через точку В. Основным достоинством этого метода является то, что
щие юрез тохку ^ ^ оптимальную стратегию, ведущую из

структуру оптпмальыых стратегий,
большой объем вычислений, кото-

состоянпя системы

КП
и

позволяет найти не только одну
начального состояния, а дает всю '

Недостатком этого метода является
рый быстро возрастает с ростом времен.
х(0 и с ростом количества состоянии в

^ Метод «трубок». Существуют различные варианты
будет описан только один.

Всегда можно приближенно считать, it
мы в каждый момент
может быть чрезвычайно ” Рассмотрим _
риантов оказывается но / ттрнхами. Вся область допустимых со-

метода. Здесь

множество состояний систе-
. Так как этих состояний

 анализа ва-
только часть множества

СОСТОЯ1ШЙ, отмеченную па рис- ^ Назовем заштрихованную область
стояний лежит между дугами < ^ ̂  среди всех стратегии, лежащпх
«трубкой». Найдем стратегию состояний системы*. Это мож-
внутри «трубки», описанным выше. После того, как «ло
но сделать, найдепа, «трубка» корректируется: там, где
калы1о-оптимальная>^стр^^^ границу, «трубка» сужается, но дооавляется

   гтгтяг.ть тоже ДОВОЛЬНО большое число состояний, то
* Так ® часть из них. Другие состояния исследуются в поо-

траектория не

цыбирается только лекоюрлл
НРссе решения.

он
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количество рассматриваемых допустимых состояний системы. Там, где
траектория выходит на границу, «трубка» изгибается в соответствующую
сторону. Такой процесс повторяется до тех пор, пока приращение значе
ния целевой функции становится достаточно малым.

Основное достоинство этого метода состоит в том, что па каждом шаге
исследуется не вся область допустимых значенш*!,  а лишь часть ее. Поэто
му количество вычислений в этом методе в меньшей степенп зависит от
размерности x{i), чем в предыдущем методе. Если начальное приблпже-
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ние выбрано достаточно хорошо, т, е. начальная «трубка» выбрана удачно,
то метод довольно быстро приводит к ответу. Однако, если «трубка» вы
брана неудачно, то стратегия, полученная этим методом, не всегда являет
ся оптимальной. Для проверки найденной стратегии на оптимальность,
как правило, нужно проводить доношштельные исследования.

Следует отметить, что методы, описанные вьппе, являются методами
решения функциональных уравнений. Например, значение целевой функ
ции для стратегии ABD (рис. 3) есть не что иное как значение г-й функ-
иии Веллмана в точке ж* = А, т. е. Fi{A).

Метод локальных варигщий. Этот
динамического программирования, но он тесно примыкает к ним и даже
мо?^т быть рассмотрен как частный случай метода «трубок».

Выбирается некоторая допустимая

метод не является «чистым» методом

.. стратегия и затем строится итера
тивный процесс, улучшающий ^эту стратегию. Каждая итерация состоит
яз I шагов. На г-м шаге каждой итерации рассматривается множество до
пустимых стратегий, изображенных на рис. 5, и выбирается лучшая из
них. (Эти стратегии отличаются одна от другой только состоянием в i-й
момент времени.)

Метод локальных вариаций является очень простым для реализации
его на ЭВМ, не требует хранения большого количества промежуточной
информации и еще в меньшей степени зависит от размерности x{i), чем
метод «трубок». Единствепным недостатком этого метода является то что
область сходимости его еще более узкая, чем у метода «трубок».

Рассмотренные методы обладают интересной особенностью: чем боль
ше имеется ограничений на область допустимых управлений и* на область
допустимых состояний системы, тем эти методы быстрее дают решение
задачи. Это происходит в результате того, что эти методы являются, по-
существу, методами направлешгого перебора вариантов, а чем больше
ограничений, тем меньше допустимых вариантов и, значит, тем быстрее
их можно проанализировать.

Кроме того, эти методы не требуют знания аналитических выражений
рассматриваемых функций. Нужно только уметь вычислять их значения
в любых точках. Это обстоятельство часто является весьма существенным
при применении тех или иных методов расчета.
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Мы рассмотрелл модели только детерминированные, время предпола
галось дискретным. Однако не представляет особого труда перенести ана
логичные рассуждения для стохастических моделей пли для моделей с не¬
прерывным временем.

В заключение отметим большие возможности динамического подхода
к анализу широкого класса практических задач. Хотя многие задачи в
своей традиционной постановке не пмеют ничего обш,его с задачами дпна-

однако 1LX можно сформулировать так, что-мпческого программирования,
бы формулировка полностью укладывалась в рамки описанной здесь схе
мы. К таким задачам относятся задачи оптимального управления, задачи
вариационного исчисления, задачи линейного и целочисленного линейного

Однако такое сведение не всегда является целе-
учитывает специфические особенности

программирования и др.
сообразным, так как оно не всегда
данного класса .задач.
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