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Деятельность любой отрасли горнодобывающей промышленности .ха
рактеризуется непрерывным расходованием запасов полезного ископаемого
вследствие его добычп п пополнением запасов за счет разведкхг. Между
запасами полезного пскопаемого, темпом его добычп гг разведки суищст-
вуют зависимости, которые можно сравнить с зависимостями между про
дукцией и запасами сырья, существующими в любой отрасли производ
ства.

Соотношения между запасами сырья я пpoдyI^цпeй, а также между за
пасами матерпальных ценностей и пх реализацией изучаются в теории
управления запасами [1]. Однако горнодобывающие отрасли промышлен
ности имеют свою специфику.

Здесь рассматривается модель использования запасов полезных ггско-
паемьгх, позволяющая определять ряд основных зависимостей между до
бычей, разведкой п запасами полезных ископаемых. Модель наиболее
соответствует отраслям горподобывагощегг промышленности, характери
зующимся сравнительно быстрыми темпами добычи полезных ископаемых
и, конечно, быстрым пополнением их запасов. К таггпм отраслям можно
отнести, например, нефтедобывающую п газодобывающую промышлен-постц.

Задача.. отыскания оптимальных соотношений между запасами и добы-
еи нефти была сформулирована в [2, 3], изучалась  в [4, 5] и др. Рассмат-

р ваемая ниже модель позволяет устанавливать взаимосвязи между основ-
ми величинами, характеризующими процесс расходования и пополпонпя

пасов полезных ископаемых, предсказывать, как будут изменяться одни
величины при ПроГЕЗВОЛЬИОМ
управлять процессом добычи

Введение

изменении других величии н, следовательно,
и разведкп полезных ископаемых.

® модель экономических факторов и критериев оптымально-
-г, решить также задачу отыскания оптимальных соотношений:

между запасами и добычей полезного ископаемого.

1. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ

ископаедюго, находящиеся в каждый момент време-
ются геологической провинции или стране в целом, не явля-
птгп д из-за различной степени их разведанности. Поэтому
катего категории. Между величинами запасов различных
хат ● существуют соотиошсиия, зависящие от геологических условий,

р ктерпых для дайной провиггцшг, от стратегии разведг{и запасов, от
времени и ряда других факторов.

В соответствии с классификацией запасов, принятой  в Советском Сою-
зе, оудем в основном расслгатривать геологические запасы наиболее раз
веданных категорий (Л, 5 п Ci).

Запасы
1Ш в
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Введем следующие обозначения; G — общие запасы категорий А, В п
Cl в какой-либо провинции или стране в целом; Р — запасы категории Сг;
U —приращение запасов категории Сг за neKOTOpbiii отрезок времени (ско
рость разведки запасов категории Сг); g — скорость разведки запасов ка
тегорий А, В и Ci; F — геологические запасы, оставшиеся в недрах неиз-
влечениымп по технологическим или экономическим причинам, D — добы
ча полезного ископаемого п еднин-
цу времени; t — время.

Запасы разлн'шых категории
изменяются во времени. Б резуль
тате геологических и геофизиче
ских исследовании, геологической
разведки и т. д. устанавливаются
запасы категории

В результате более детальной
геологической разведки запасы
переводятся в более высокие кате
гории.

Движение запасов полезного ископаемого можно представить в виде
схемы (рис. 1), отражающей также баланс запасов. Согласно этой схеме
количество запасов категории обозначаемое величиной Р, пополняется
со скоростью и п убывает со скоростью g.

В свою очередь количество запасов более высохшх категорий G попол
няется со скоростью g II убывает со скоростью, равной сумме добычи по
лезного ископаемого D и скорости роста величины F, т. е. скорости накоп-
лепия в недрах геологических запасов, не извлекаемых средствами и спо
собами, принятыми в горнодобывающей промышленности в данный мо
мент времени.

Описанные выше п])оцессы можно выразить дифференциальными со
отношениями

dp
dt

(1)dFdG
= g-D- dtdt

Геологические запасы высошхх категорий G подразделяются на запа
сы R, непосредственно введенные в разработку, и запасы L, оставшиеся
не введенными в разработку по различным причинам («законсервирован
ные») .

В таком случае

dt ~ dt dt ‘ г{2)

Введем понятие текущего коэффициента использования запасов т],
определяемого следующим образом

D
(3)ц = dF'

D-\- dt

Например, если за данный отрезок времени добыта одна весовая еди
ница нолезного ископаемого, а за тот же отрезок времени перешли в ка
тегорию неизвлекаемых (остаточных) геологических запасов две весовые
единицы, то текущий коэффициент извлечения полезиого ископаемого за
этот отрезок времени составит одну треть.
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Из (3) получаем
1-Т1dF

D. (4>dt 'П

Подставляя (4) во второе уравнение (1), получаем основное уравне
ние использования запасов полезного ископаемого

dG D
(5>dt ’П

Рассмотрим более подробно изменение во времени D.
Пусть в какой-то момент временп Т; введены из разведки в разработку

запасы величиной ЛХ (т,-).
Темп отбора полезного ископаемого ”

отношение добычи полезного ископаемого
извлекаемых запасов, будет 2 — т<).

В таком случае вклад в обхцую добычу D{t), получаемую от запасов-
ДЛ(т,-), вступивших в разработ1^у с темпом z{t — т,), будет AX(xi)z(t — т,-)
или (ДЯ / Дт() z(t — Ti) At,-.

Общая текущая добыча D(tj, получаемая от запасов, вступивших в
разработку в различные моменты времени от т,- = О до Ti = будет выра-
я<аться в интегральной форме

от его извлекаемых запасов, т. е.
в единицу времешс к величине

t
dX (т)0(0= S z{t — т) dr. (6>dx

о

Учитывая,
ских, равную пронзведеншо их на коэффициент использования
полагаем

что извлекаемые запасы составляют лишь часть геологиче-
запасов^

dX (т) = ̂ ^(т)^r(т). О)dx

Подставляя (7) в (6), полу^1аем
t

D(t) = 5 fi-(т) т] (т) z (i т) dx. (8>о
Из (5) и (S) имеем

/
dG

т) dx. (9>dt
о

заданных величинах D{t), т|(0 и z(t) (8) можно рассматривать
X  уравнение для определения g{t). Это будет интегральное уравнение-

йольтерра первого рода с ядром z(t). При заданных g(t), x](t) и z(t) (8)
представляет собой интеграл для определения D(t).

2. ОБЕСПЕЧЕННОСТЬ ДОБЫЧИ ПОЛЕЗНОГО ИСКОПАЕМОГО ЗАПАСАМИ

Введем в рассмотрение величину со — обеспеченность добычи полезного
ископаемого запасами, определяемую формулой

G
(10>со =

D *
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Дифференцпруя (10) по времени, получаем

1  fdG 1 Z D dD\
dt ~ D \ dt ^ dt J ~ D T] ^ dt J ‘

Рассмотрим некоторые простейшие случаи. ГГусть, например, добыча
п скорость разведки ископаемого изменяются по линейному закону, т. е.
D — kt, g = Uoi, к = const, Ио — const, а также ii = const. Тогда из (11)
получаем дифф)еренцпальное уравнение для определения 0 в виде

d(S)
(11>

1Й0 а 0о
(12) ш

t  *dt к ■п ^0

Решая (12), получаем

С \
(Л =

t
1«оА = (13)к Л

Константу С определим следую
щим образом. Поскольку в прпня-

, то при f=0
G{t)TOM случае w = kt

mia

I

t
Go C ^
Y = ~2 '

At . G

I  ‘mla

0 Ю го 30 ^0 50 f

Pnc. 20
(14)0 =

2 kt

Таким образом, из решения уравнения (12) получается, что в началь
ный момент времени может существовать «начальный запас» полезного
ископаемого Go. Тогда величина 0 при малых временах будет очень боль
шой, но затем уменьшается до некоторого значения времени, после чего
начнет возрастать. При t = fmin величина 0 имеет минимальное зна
чение 0mln.

Таким образом,
1

2Go \ ^
Ак ) *

На рис. 2 показана зависимость 0 от времени f при следующих значе
ниях параметров: Go = 10® г, А: = 5-10® ао = 15-10° т {год^,
Г) = 0,5.

Если использование запасов полезного ископаемою происходит при
постоянном значепип 0 = 0,, то из (И) получаем дпфференцпальное
уравнение

Gо
(15)J  ̂mln —0тш — 2

dD D
-g{t) = 0. (16)+0

● dt

Задавая значения g{i), можно получить изменение D{t) при постояп-
ном 0*. Например, при g = aot, ао = const, имеем

dD D

Л

/
— a(jt = 0.+ (17)0

● dt

Решение (17) при условии D = 0 и i = 0 имеет вид
Л

D = exp {t -0,Т1). (18)
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3. СВЯЗЬ МЕЖДУ ТЕМПОМ ОТБОРА ПОЛЕЗНОГО ИСКОПАЕМОГО
ОТ ОСТАТОЧНЫХ ЕГО ЗАПАСОВ И ТЕМПОМ ОТБОРА ПОЛЕЗНОГО

●  ИСКОПАЕМОГО ОТ ИЗВЛЕКАЕМЫХ ЗАПАСОВ

Обозначим через N извлекаемые запасы иолезного ископаемого в не
котором объекте (залежи, месторождении, группе залежей и т. д.). Тогда

9(02(0 = (19)N  ’

где q{t) — темп добычи (дебит) полезного ископаедюго из объекта.
Остаточные извлекаемые запасы полезного ископаедюго в объекте A^i

будут определяться формулой
t

Ar^==N—^g{t)dt6

t

1 — 5^(0N

(20)
пли

(21)
о

Введем функцию ф(0, определяемую следующим образом

9(0Ф(0 (22)

Дифференцируя (20), получаем

dNt
(23)dt

Учитывая (20) и (23)

Ni dt
tф.(0 = - (24)

Из (20) и (22)
t

'^ q{t)dt
9(0N — (25)Ф(0 '

Дифференцируя (25), имеем

dq dq> -
dt ~ dt .

t

jj 9 (0 dtN — (2G)— Ф9
0

или

dq ^ d^ q
dt dt cp (27)— Ф9-

Разделив левую и правую части уравнения (27) на N, получим уравне
ние, связывающее (риг

dz   d(p z
dt dt (p (28)— cpz.
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Дифференциальное уравнение (28) определяет завпсимость между тем
пом отбора полезного ископаемого от его остаточных извлекаемых запасов

п величиной z{t)^ представляющей собой, как это было указано выше,
темп отбора полезного ископаемого от его извлекаемых запасов.

Возьмем простейший случай ср =: с = const. Тогда из (28) получаем

= — CZ,
dz г(29)dt 0.1

откуда

z = Ciexp(—ct). (30)

Выполняя условие нормп- 0,05ровкп
оэ

z(t)dt — (31)
о

ополучаем, что Ci ●= с, откуда

z = cexp(—ct). (32)
В  этом гипотетическом

случав максимальный темп отбора полезного ископаемого от извлекаемых
его запасов Zmax достигается в самый начальный момент разработки при
t = 0, так что Zmax = С.

Возьмем другой случай, когда, например,

fO го 30 f

Рис. 3

1

(33)п = 1,2,3... .Ф = ,
Тогда

п+1

)■

Ап
(34)Z = Б^”ехр t "

п + 1

При п = i имеем, соблюдая условие нормировки (31)

z = At exp ^ .
(35)

Зависимости z=:z{t), описываемые формулой (32) при различных Л,
показаны на рис. 3.

4. НЕКОТОРЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЙ ИСПОЛЬЗОВАНИЯ ЗАПАСОВ
ПОЛЕЗНОГО ИСКОПАЕМОГО И ПРИМЕР ОШШШЗАЦИИ ЗАТРАТ

1. Рассмотрим некоторые решения уравнений (5), (8) при условии,
что величина z(^) описывается формулой (32).

Возьмем вначале случай, когда задана функция g(i), причем по ли
нейному закону g= ttot. Требуется определить D{t) из уравнения (8),
превращающегося в интеграл. -

Имеем при т| = const

~[1-ехр(-с/)]|.^техр[
о

D{t) = а(^г\ — c{t — т)]йт = аоТ1 t — (36)

Принимая условие G = 0 при t = 0 ш подставляя (36) в  (16) при
g = ttot, легко убеждаемся, что приведенный выше случай соответствует
5 Экономика и математические методы, М 1
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значению
1

(37)= const.0
СТ|

При этом значении решения (18) и (36) совпадают. На рис. 4 по
казаны завпспмости g л D от; времени t при Со = 5‘10‘^ т! го0~, с = 0,1,
т] = 0,5.

2. Пусть будет задано пзмеыение добычи полезного ископаемого во
времени по закону

(38)D == kt

при z{t), описываемом законом (32).
В этом случае для определения g{t)

имеем интегральное уравненпе Вольтер-
ра первого рода (8) в виде

= т1с^^(т) ехр[ —
о

Ы c{t — x)]dx. (39)

Решение интегрального уравнения
(8) в изображениях по Лапласу имеет
вид

D- (S)
T]g*(s) = (40)

z-(s) ’

где g* (s), D* (s), z* (s) — изображения no Лапласу соответствующих функ
ций времени.

Переходя к оригиналу, получаем
е+гоо

I D-(s)
L

e^^’ds. (41)
s—too

в рассматриваемом случае (39) имеем
к f с
с \s^

(S) =
1 \

(42)

Поэтому из (41) получаем к 1 ^^(0 = (43)Л

Таким образом, для поддержания изменешгя добычи полезного иско
паемого во времени по закону (38) требуется в начальный момент времени
иметь конечную величину скорости разведки
g = k/ щ.

3. Рассмотрим пример оптимизации капитальных затрат в разведку и
добычу полезного ископаемого.

Пусть S — суммарные ежегодные капитальные влоясения в разведку
и добычу полезного ископаемого в районе или в стране в целом. Предпо
ложим, что капитальные затраты в разведку полезного ископаемого прямо
пропорциональны скорости разведки полезного ископаемого g, а капиталь
ные влржения в разработку прямо пропорциональны максимальному тем
пу добычи Zmax — С, Т. 6.

полезного ископаемого

S ~ag be,
где а и 6 — коэффициенты пропорциональности.

(44)
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Коэффициент а имеет размерность руб!т и равен капитальным затра
там на 1 г разведанного полезного ископаемого.

Обозначим ежегодные капитальные затраты на добычу полезного иско
паемого величиной В. Тогда, согласно предположению о прямой пропор
циональности между ежегодными капитальныьш вложениями и макси
мальным темпом годового отбора полезного ископаемого, имеем

В = Ьс.

Предположим, что при максимальном темпе отбора полезного ископае
мого с = 3 % = 3 ● 10“^ суммарные ежегодные капиталовложения в добычу
полезного пскопаемого составляют 300 млн. руб. Тогда величина

(45)

300-1086 = — 10^8 руб.3-10-2

Подставив в (44) выражение для g(^) из (43), получим
аЫ акS -j- be. (46)+■п сц

dS
С целью минимизацпп S возьмем производную и приравняем ееdc

нулю.
Имеем

dS ак
4-5 = 0. (47)dc с^г\

Отсюда
1

/ ак
(48)‘'ОПТ

5п

Проверка решения (43) при условии (38) дает, что  и в этом случае
обеспеченность добычи полезного пскопаемого его запасами будет постоян
ной, т. е.

1
(49)(О =

сг\

Подстановка (48) в (49) дает
1

(—V.\ акг] }
опт

(50)(О

Возьмем, например, след^югцие исходные данные. Удельные капиталь-
ю затраты на 1 т разведанного полезного ископаемого я = 1 руб/т' вели

чина Ь = 10^“ руб; ц = 0,5; к = 20-10“ т/год\ ’
1 огда

1

1-20.10в\8
10^8.0,5 ]

^опт \ = 0,06, (51)
1

(

21010оптШ = 33. (52)1-20-10“.0,5

5*



1

68 Ю. П. ЖЕЛТОВ

Рассмотренная модель использования запасов полезного пскопаемого
может быть усложнена с тем, чтобы учесть другие особенности деятель
ности исследуемой отрасли горнодобывающей промышленносты.

Автор выражает благодарность Н. С. Ерофееву п В. Л. Данилову за
советы п замечания.
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