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В понятие «запасы» вкладывается различное содержанпе в завлсимо-
сти от круга изучаемых явлений. Можно рассматривать запасы конечной
продукции, непосредственно удовлетворяющей спрос общества, запасы по
луфабрикатов на различных этапах пропзводстве1шого процесса, запасы
в незавершенном производстве, запасы сырья, природных и трудовых ре
сурсов, средств производства, запасных частей, денежных средств п т. д.
Роль производства в названной теории сводится к пополнению уровня за
пасов по мере возникновения потребности в них.

В производственной деятельностхс организаций всегда возникают про-
блеаш: когда и где купить или заготовить продукт, изделие пли полуфаб
рикат, в каком количестве его изготовить, куда перевезти, кагаши партия
ми и в кахшх количествах, когда заменить изношепное оборудование. При
нятие решений по этим вопросам п составляет политику управления запа
сами. Политика должна быть оптимальна с точки зрения некоторого кри
терия, определенного для системы в целом и учитывающего специфические*
для системы издержки. В критерии сопоставляются противоречивые
вы, а в оптимальном решении учитываются их правильные пропорции.
«Запасом» будем называть величину ресурса, находящегося на хранении
и предназначенного для удовлетворения спроса иа этот ресурс. Спрос реа
лизуется с помощью заявок, поступающих от потребителя в систему управ
ления запасами (в частности, к поставщику илп в производство). Запас по
полняется из некоторого источника, которым может быть производство или
склад, хранящий требуемый ресурс. Пополнение запаса производится с по
мощью заказа и завершается в момент осуществления доставки. При этом
как правило, наблюдается запаздывание от момента выдачи заказа до мо
мента осуществления доставки. Запаздывание учитывает особенности
сматриваемого производственпого процесса.

В системе принимаются

моти-

рас-

во внимание издержки, характеризующие стои
мостную сторону ее функционирования: издержки хранения запаса,
держки реализации заказа, издероюки дефицита запаса и др.

Поскольку работ по теории запасов к настоящему времени очень много,
трудно даже перечислить основные результаты и назвать их авторов. Од-
н^о большинство исследователей ссылается на основополагающие работы
[1, 2] (например, [3^5]).

Постановки конкретных задач по управлешгю запасами могут быть са
мыми разнообразными.

Общим для различных моделей является учет издержек,
с хранением запасов. Эти издержки состоят из рентных платежей, аморти
зационных отчислений, расходов на содержанпе штата персонала и др.

Особенность моделей

из-

связанных

теории управления запасами состоит в учете из-
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держек, связанных с производством партий товаров пли доставкой зака
зов. Это, как правило, издержки на подготовительно-заключительные опе¬
рации при производстве и организационные и транспортные расходы прп
доставке. В отличие от издержек хранения, существующих во времени не
прерывно, издержки организации заказа возникают лишь в моменты при
нятия решений о заказах и при их осуществлении.

Другой важной особенпостыо моделей теории управления запасами яв
ляется возможность в явном виде учитывать в критерии интересы потре
бителя производимой пли распределяемой продукции. Спрос потребителя
является в системах виеилиш воздействием, а политика управления выби
рается из условия «разумного» удовлетворения спроса с учетом «собствен
ных» интересов производителя. Причем «разумное» удовлетворепие не
обязательно предполагает полное его удовлетворение. Допускается воз-

образования дефицита продукции. При этом, конечно, предпо
лагают, что есть способы оценить издержки, которые несет система прп
возникновении дефицита за счет потери репутащш, уменьшения кл:^н-

. д., т. е. задана функция потерь от дефицита и воздействие дефи-

можность

туры и т
цита на спрос. ^ тт птто-

Модепи теории запасов обычно классифицируют в зависимости от сл
ТПП системы! а) структу-дующих характерных признаков, определяющих

ры системы и номенклатуры (ассортимента) продуктов; б) доведения
времени; в ) полноты информации о процессах, происходящих

си¬

стемы во
в системе.

В каждом из этих типов моделей может
ных ограничений, определяющих характерные

Остановимся подробнее на характерпстш<ах канедого из названных трех

быть введен ряд дополнителъ-
особеняостп рассматрпвае-

Однолинейная п однопродуктовая модель (одна база
●ется наиболее распространенной; прп анализе ее
число содержательных результатов о структуре
управления с учетом довольно тонких “®ь
цифику фупкцпонированпя этой системы. В такоп ^ достав-
нестацнонарность спроса, случайность времени спросе
ке, отказаться от ограшгчпвающего предположения > „пннх моделях
ввести ограничения на объем склада и размер ’ Апксирован-
приппмается во внимаппе необходпмость поставкп р  ® условиях
hL размера, в ДРУгкх - допускается

дефицита запаса за счет Д™“™“Хчнымп Удается учесть факторы
организацпи заказа по сравнению с ооышым ^ Д^ ^ моральный
порчи II старения товара в процессе хранения,
износ. системы типа па-

При усложнении топологии ^^^"^Й'длГпол^'ения содержатель-
раллельных, последовательных ’ миогиш! особеннбстямп, которые
ных результатов приходится tj^o касается MHoronponyiiTOBbix
учитываются в однолинейных управления запа-
-систем, то здесь появляется возможность неза пппрттрирттттпй

певзанмозамепяемых продуктов в рамках определенной
попытки рассмотрения моделеисами по группам

-структуры. Кроме того предпринимаются

^^Т;:™л?д= Р-ь идет о длитель

ности периода планирования (^горшонтпланпровашш^^^стоте управления в течение этого периода. оам« в  \ п ^
говые ,! многошаговые (плп статические и динамические). Стдпиеская

требует одноразового принятия решения об уровне за-постаповка задачи



78 с. Н. КАЩЕЕВ

паса (или о размере заказа с учетом начального запаса па заданный ин
тервал времени (длительность планового периода). Предполагается при
этом, что на следующем интервале времени решение будет приниматься
независимо. Динамическая постановка задачи учитывает
взаимного влияния на критерий решении о запасах или заказах на интер
вале планового периода. В условиях фиксированного горизонта планпро-
вания неизменным в каждом плане и окончательным является vTiimb пер
вое решение, а все остальные корректируются прп измепепин текущих
условии. В некоторых случаях оказывается, что последовательные
нпя в динамической задаче могут приниматься незавпспмо одно от друго
го, т. е. динамическая задача распадается на ряд статических.

В динамических задачах длительность интервала плаппровапия обычно
принимается в качестве переменного параметра, а длительность интервала
между двумя последовательными моментами принятия решений о запа- *

— фиксированной. При этом рассматривают задачу как на конечнолг
интервале времени, интересуясь динамикой запаса, так и на бесконечном
интервале времени, интересуясь стационарными (установившимися)
стояниями в системе.

Полнота информации о параметрах определяет детерминированные-
и стохастические модели управления запасами. В системах с неполной ин
формацией случайными величинами могут оказаться разлхгчиые парамет
ры: размер заявки потребителя, интервалы между заявкашц размер заказа
или размер доставленной партии, время запаздывания при доставке.
В предположении неполной информации, т. е. наличия случайных пара
метров, в системе могут быть допущения о полностью известных)
стпчесхшх характеристиках (функциях распределения) или об априорных
распределениях, определенных с точностью до неизвестных параметров,,
которые уточняются в процессе работы системы при статистической обра
ботке реализаций действительных процессов. Следует
нота информации
в свою очередь определяет статистический подход к трактовке проблем
управления запасами.

Расслютрплх более подробно некоторые
с указанной классифшхацпей.

возможность

реше-

сах

со-

стати-

отметить, что непол-
является характерной чертой реальных систем. Это

типы моделей в соответствии

СТАТИЧЕСКИЕ ОДНОЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ

Модель 1. Рассмотрим простейшую модель управления запасами одно
родной продукции при известном непрерывном спросе  с постоянной интен
сивностью г. Будем учитывать следующие издержки: стоимость хранения
запаса х в течение единицы времени

hx
k [х) = (1)О,

и стоимость организации заказа размером z

K-^cz, 2>0.
z = 0.С(2) = (2)О,

В условиях детерминированного спроса нет необходимости вводите
страховые запасы. При этом заказ следует делать в момент истощения за
паса (или раньше на величину запаздывания при доставке).

Неизвестной величиной является z. Существенное значение в данной
модели имеет постоянная составляющая в функции стоимости заказах с (г) ̂
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связанная с накладными расходами при органпзацшг заказа. Частные за
казы малыми партняАШ приводят к преобладанию издержек органпзацпи
заказа, а редкие заказы большими партиями увеличивают издержки хра
нения.

Выведем формулу оптимального размера партии. Пусть функция x(t)
определяет текущее значение запаса в момент времени Тогда

x{t) = Z — rt.

Поскольку заказ повторяется после истощения запаса в тех же услови
ях, задача решается независимо для каждого интервала длительностью Т,
определяемого условием х{Т) = О, откуда следует, что Т = z/r. Другими
словами, динамическая задача в этом случае распадается на последова
тельность независимых статических задач.

Среднее значение запаса за период Т составит .

(3)

1 ^
x{t)dt = zj2.s = (^)

Средние пздерж1Ш за период
/(2) + (5)

Средние пздерн«1ш за единицу времени составят
7 (z) = J{z) ! Т ■= hz 12 Кг i cr. (6)

Оптимальный размер партии получим из уравнения dj (z) / dz = О, что
дает* известную формулу Уилсона

Z* =-^2Kr(h. (7)

Как отмечается в [5, 6], несмотря на значительную простоту модели
«эта формула дает исключительно хорошее приблпженпе... в значительно
более сложных реальных моделях».

В рассматриваемой модели существенным было предположение о не
прерывном спросе, что в действительности выполняется далеко не всегда.

Если заявки относительно редхш п нерегулярны, а целесообразность
хранения или производства в запас значительного количества продукции
сомнительна, мы приходим к моделям с дискретным спросом. При этом не
обходимо определить, например, целесообразпость создания запасов по не
которому ВЕДУ продукции; оптимальный порядок выдачи запасенной про
дукции со склада, когда учитывается старение п порча продукции прп хра
пении, и другие задачи.

Модель 2. Рассмотрим дискретную модель со спросом  а единиц продук
ции, вознпкающим через фиксированные интервалы времени. Необходи
мость создания запаса не появляется, если расходы на хранение запаса а
на интервале т между заявками больше постоянных издержек органпзацпи
заказа

акт, > К. (8)
Если это неравенство не выполнено, то целесообразно иметь запас. Ин

тересно определить величину запаса, кратного спросу q ~ та, или, что то
же самое, длительность интервала повторения заказа тх. Пусть число п =
= 1/т характеризует интенсивность потока заявок. Поскольку первая за
явка удовлетворяется из запаса та, а т-я из запаса а, то средний запас,
на интервале шт есть {т — 1)а / 2.

Средние издержшг хранения и организации заказа равны J{m, т) ==
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= (т — \)ahmx [ 2-\- К, о. средние издержки за единицу времени ]{тп) —
= J{m,x) / [т — 1)а/г./2 Kj тх.

Составляя первую разность =/‘(^4-1) —/(^) и приравнивая
-ее к нулю, получаем уравнегше для оптимального размера партии

m (ттг + 1) = 2Кп / ah.

В качестве решения т* следует принять ближайшее целое число. По
лученная формула является дискретным аналогом формулы Уилсона (7).

Рассмотренная модель позволяет решить вопрос о разделении продук
ции на группы массового и индивидуального потребления. Действительно,
для каждого вида продукции по заданной частоте годового спроса п, раз
меру заявки а и издержкам h ж К соотношение (9) определяет

размер запаса. Совокупность видов продукции, для которых требуется
запас, образует группу массового потребления. Условием отказа от созда
ния запаса является неравенство т* ●< 1, совпадающее с неравенством
(8). Совокупность видов продукции, для которой выполняется (8), опреде-

●ляет группу продукции индивидуального потребления.

(9)

оптималь-
ньш

ДИНАМИЧЕСКИЕ ОДНОЛИНЕЙНЫЕ МОДЕЛИ

Модель 3. Рассмотрим простейший вариант динамической
в случае дискретного времени.

Пусть Ti,..., г„ определяют спрос в моменты t
делить производственный план Zi,..

модели

.., t„. Требуется опре-
z„, если учитываются издержки хра

нения hiXi и постоянные издержки организап;ии производства Ки Дефицит
запаса не допускается.

Динамика запаса характеризуется выражением

1> ●

● f

i

— ^0 + S
A=1

(10)Xi

где Xo — начальный запас.
Ограничения на переменные имеют вид

(И)
Полные

●вать, равны
издержки за период планирования, которые надо минимизиро-

0, Zi = о,

2i>0.
^п) — S 4- —J(Z (12)●●●»

i=l

Рассмотрим алгоритм решения этой задачи, приведенный в [7]. Не
трудно показать, что оптимальное решение обладает следующими свойст
вами:

а) производственный план в моменты tn в точности равен полному спро
су за ряд будущих интервалов

г

= S о:
3=k

б) продукция не производится, пока запасы не исчерпаны. Отсюда
следует, что оптимальное решение определяется некоторым набором номе
ров времени ги, Пг,. .., п„ таким, что каждое П) <С nj+i и любое П) С п,
/= 1,..., S, а величина заказа выражается через два соседних номера h
иг формулой (13). Запас в моменты tnj обращается  в нуль, а полные из
держки /„■' минимальны.

(13)
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Пусть щ = к — 1, = г, а /*л-1 — ьшнпмальньте издержки за первые
к — 1 интервалов. Для к ^ и ^ i уровень запаса

— 2ft — S Оч (14)X.
j=k

а издержки на интервале [/с, i] составляют
i

Kfi + 2 (15)G Xki — u*
u=ft

Используя полученные зависпмости, построим следующий рекуррент
ный процесс вычпслеипя оптпмальиого плана. Для каждого i= 1, .
будем искать значение номера к ^ i интервала tk, который минимизирует
полные издержш! за время U

Ji = гп.in [У -|- Giii], i — \i ш..у Til (16)
jf<i

^0* = О’ А'*' = -^1-

Решением задачи являются значения мпппмальных издержек /п* и со¬
ответствующий им оптимальный план ..., ^

Предлон-сенпьш алгоритм содержит п{п-\- 1)/2 операций по
меньше числа операций 2

вычпел
нию оптимального плана, что значительно

е-
П—1

при прямом переборе.
МНОГОЛИНЕИНЫЕ И МНОГОПРОДУКТОВЫЕ МОДЕЛИ

Практические задачи управления производством и запасами связаны,
как правило, с необходимостью выпуска некоторого ассортимента продук
ции в условиях ограниченных производственных мощностеи. Производст
венный'цикл обычно состоит из этапов со слошиымп взаимосвязями пс-
иользовапия видов продуг^цпи и типов оборудования как внутри некоторого
этапа производства, так и между этапаьш.

В силу названных особенностей практические задачи
новке оказываются настолько сложными, что не поддаются решению даже
с использованием современных средств вычислительной техники. Однако
можно исследовать упрощенные модели пропзводственпых процессов, об
ращая внимание па их характерные особенности. При таком подходе мож
но выделить кесхсолько получивших достаточно широкое распространение
типов задач: а) определения плана оптимальной загрузки оборудования
для выпуска заданного ассортимента продукцип; б) сглаживания производ
ства при выпуске некоторого ассортимента продукции; в) размещения за
пасов по этапам производственного процесса.

Модель 4. Рассмотрим постановку задачи определения
грузки оборудования, предложенную в [8]. Пусть задан детерминирован
ный спрос Tij на i-й продукт, i= 1, . . . , тя, в /-м перподе, / = 1, . . ., п. Тре
буется опреде.лить план производства хц продукта  i в периоде / при усло
вии, что г-й продукт может изготовляться на к-и станке, к — 1,..., d, если
учитываются следующие затраты: hi — стоимость хранехгая продукта i за
период j; Kik — стоимость подготовки сташ<а к к производству продукта г;

затраты времени на подготовку сташ{а к к производству продукта i;
bih — затраты времени на изготовление единицы продукта i на станке к,
а ресурс времени станка к в периоде / ограничен значением
6  Экономика и математические методы, 3^ 1

общей поста-в

оптимальной за-
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Условие отсутствия дефицита имеет вид

(17)

где Xij = 2 — общий объем производства за / периодов а
t]

1=1
3

=  — суммарное потребление за / периодов.
1=1

Вводя единичную функцию
О, X ~ О,

1, х>0,
и (х) =

запишем ограничонпе по ресурсу времени для станка k

2  (^iy) + 2 k=^i, ...,d, j ^ (18)

и полные затраты па храпение запаса п подготовку станков к производству

J ='Z^h(^i3 — 2
i, j, к

(19)гк‘
1. 3

Выражение (19) при бграничоппях (17), (18) является задачей нелхг-
неиного программирования. Результаты ее решения — временные графики
загрузш! d станков на производство т видов продукции в п периодах. Об
щая постановка задачи пропзводствешюго плаипроваштя дапа в Г9 101.

Модель 5. Задача ’размещения запаса по этапа.м производственного про
цесса псследовалась различными авторами. Она состоит в выборе уровня
запасов на всех этапах производственного процесса для удовлетворения
спроса в конечном продукте. В [11] рассматривается модель производст
венного процесса, в котором стоимость храпения продукции возрастает по
мере продвижения к завершающему этапу, а спрос убывает в зависимости
от длительности интервала времени выполпсипя заказа, в сплу чего су
ществует оптимальное размещеппе запасов по этапам производства мак
симизирующее прибыль.

В [12] поводится интересная постановка п результатьс, полученные
оангвиллом. Производственная система состоит пз N участков, связанных
«ациклической» сетью, т. е. такой, в которой входная продукция /-го участ
ка поступает от участка с меиьшпмп померамп 1, 2, . .., / — 1. Каждый
участок предназначен для производства одного вида продукции. Пусть ац
обозначает количество продукта г-го участка, требующееся для производ
ства единицы продукции на /-м участве г < /, а у/— соответственно
впешпии спрос, завершенное производство и
Обозначим через х, = [xi^,.

запас на участке / в период t.
__ iv\ “ ’ пропзводствепный график /-го участка,

а через х , ..., х^) — общий производственный план. Задача состоит
в минимизации суммарных издержек производства J{x) при ограничениях

(20)к

У = 1, ..., ^V, .  (21)п;● i

t=i

где = о для всех /, и
N

(22)
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Здесь — BpeJtin запаздыванпя в производстве, т. е. число периодов
между началом и завершением производства па /г-м участке, а г/—сум
марный спрос на продукт в период поступающий от /-го внешнего по
требителя п от участков производства с номерами j i,... ̂  В соответ
ствии с (21) в процессе производства дефициты недопустпмы, а запасы
в конце производственного процесса расходуются полностью.

Если J{x) вогнутая функция, то оптимальное решение находится в од
ной пз граничных точек выпуклого множества S, определяемого (20) —
(22). В общем случае оптимальное решение поякшается с помощью ре-

S. Запгвплл пс-куррептной процедуры перебора вершин многогранника
пользует эти результаты, чтобы дать эффективный алгоритм динамиче
ского программирования для нахождешхя пршгзводственного плана в слу
чае «параллельиых» плп «последовательных» сетей.

Для параллельной сети каждый производственный участок сиаожает
только внешнего потребителя, так что заменяется на п. Пусть —
= (г,^) — впешп1111 спрос на продукт /. Будем предполагать, что суммар
ные издержки

N
(23)

j=i

а полная производственная мощностьгде Jj{-) — вогнутые функции,
в каждом нернод'с ограничена

.у

(24)2
3=1

Здесь К = {К i, К^) — ?г-мср]1ый вектор производственных мощно-

Задача состоит в выборе производственного плана^ х— {х\.у, х ),
мшшмпзнрующего (23) при ограппчеппях (24). В такой постановке в [loj

прпблпшепный алгоритм сепарабельного програм-

стей.

предлагается следующим
мироваппя для случая N ^ п. Пусть х’\ .. ., х^^з подлгножество граппч

S{r^). Тогда пх'выпуклая комонпащш даст to4kjпых точек множества
(25)2  ̂ > ^jkX

kк

Поскольку /j( ●) вогнутая функция, то
(26)

и

заменить эквивалентной зада-
к определению чисел Zj?,Следовательно, исходную задачу можно ^

чей лиIIeiпIoгo программирования, сводящепся
и н-мериого вектора w, так чтобы минимизировать

(27)/ = 2
J. ft

при ограпичеппях
(28)= К,2

3, ft

2  == 1 , / = 1 N, Zjk

w

0.о, w

В той же работе приводятся результаты расчетов по этому алгоритму.
6*
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СТОХАСТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

В действительных системах случайные факторы являются скорее пра
вилом, чем исключением. В моделях управления запасами осионыыми ха
рактеристиками, случайный характер которых следует учитывать в пер
вую очередь, служат величина спроса и время доставки заказа. Кроме того
в моделях с непрерывным временем случайны также интервалы времени
между появлениями заявок.

При случайном спросе, как правило, уже нельзя устранить дефицит
запаса, если не принимать специальных мер, а можно лишь ограничить
его по вероятности увеличением размера штрафа за дефицит. В некото
рых системах, когда дефицит недопустим, предусматривается возможность
срочной доставки продукции по более дорогой цене, чтобы немедленно
устранить нехватку запаса.

В [1, 2] впервые дается строгая и общая посталовка задач управления
запасами при случайном спросе, рассматривается оптимальное решение за
дачи для частного случая двухуровневой политики управления с учетом
постоянных и пропорциональных издержек в условиях, когда необеспе
ченные заявки исчезают. В [2] приводится самая общая постановка и раз
личные варианты решения задачи выбора оптимальной политики управле
ния с учетом таких факторов, как возможность удовлетворения заявок
в последующих интервалах в случае возникновения дефицита (очередь
заявок), многопродуктовость системы п запаздывание при доставке.

В дальнейшем появляется много работ, посвященных аналогичным по
становкам задач в основном для однолинейных одпопродуктовых систем.
Их монаю условно сгруппировать по следующим паправлепиям: а) опре
деление оптимальной политики управления запасами для огранпченпй,
присущих рассматриваемой модели; б) изучение простых политик управ
ления запасами и выявление общих условий, выполнение которых обеспе
чивает оптимальность таких политик; в) анализ оптимальных систем
управления запасами; г) анализ чувствительности оптимальных п прибли
женно оптимальных алгоритмов управления запасами.

СТАТИЧЕСКИЕ (ОДНОШАГОВЫЕ) МОДЕЛИ

Модель 6. Простейшей моделью системы с неопределенным спросом
является модель производства сезонного товара. Пусть ср(|)—заданная
плотность вероятности распределения спроса; hx — стоимость пераспро-
данной и ликвидируемой пpoдy^^ции в количестве х\ рх — недополучеггаая
прибыль при дефиците продукции в количестве х. Требуется определить
оптимальный размер S партии сезонной продукции, минимизирующей
ояотдаемые потери я оо

/(5) = М[й(6^-|) + Р(|-5)1 = 5^»(5-|)Ф©й5 + 5 р(5-5)ф(|)й|.^  о S
(29)к

Дифференцируя это выражение по S и приравнивая нулю результат,
получим

АФ(5) -р[1-Ф(5)] = 0,

5  — функция распределения спроса. Из (30) следует,

(30)
S

где Ф (5)

что оптимальное значение уровня производства S* является решением
уравнет1Я

ф(5’)= ^p
(31)

-^h
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ДИНАМИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ

Динамичеслше однолшшйные модели, по-видимому, наиболее хорошо
псследованпый тип систем управления запаса^ш. Очень подробно рассмот
рена модель Эрроу— Харриса — Маршака (ЭХМ) [1], характерные осо
бенности которой: независимые заявки, дискретное врехгя, непрерывные за
пасы и учет основных стоимостных функций — хранения h{-), дефицита
р(-) и организации заказа с(-). Внимание уделялось и другим типам мо
делей. Так, в [14] усложняется модель введением случайных интервалов
между моментами поступления заявок с учетом зависимости их размера от
длительности временного интервала до предшествующей заявки.

В [15] вместо фушащп стопмостп дефицита запаса ввиду очевидных
трудностей ее практического получения вводится ограничение на ожидае
мое зпачеппе некоторой функции дефицита. Например, таким способом
можно ограничить вероятность превышения дефицитом некоторого задан
ного уровня.

В [4, 16, 17] рассматриваются модели систем, в которых дефицит недо
пустим. Однако поскольку дефицит возможен из-за случайности заявок, он
устраняется введением срочной доставки по более дорогой цене без за
паздывания, по сравиепшо с обычным способом доставки заказа с запаз
дыванием.

В случае существенной дискретности уровня запасов ставится анало
гичная задача о поставках партиями фиксированного размера. Аналогом
двухуровневой (s, 5)-политики является {к, (^)-пол1ггпка, когда начиная
с уровня запаса к поставляется минимальное число  п партий размера Q.

Отказ от предиолон^ештя о статистической независимости заявок на
различных интервалах времени приводит к существенному усложнению
моделей и затрудняет возможности аналитического решетгя задачи. Та
кие попытки предпринимаются по двум направлениям.

В [2] предложена модель, в которой плотность распределения заявок
на i-M интервале будет функцией от всей предыстории процесса. В даль-
пейшем делались попытки пол^^ить решение задачи, ограничиваясь слу
чаем марковской зависимости распределения спроса от предыстории про
цесса [2, 3]. '

Другое направление использует результаты теории оптимальной филь
трации Винера и Калмана, широко применяемые при оптимальном управ
лении динамическими системами. В такой постановке удается учесть корре-
ляциониую зависимость спроса па соседних интервалах, однако в качестве
критерия оптимизации системы в целом при этом берется дисперсия уров
ня запаса, что характерно лишь для задач сглаживания производства и яв
ляется существеыпым ограпичешем данного метода оптимизации [18, 19].

Остановимся подробнее па различных модификациях модели ЭХМ.
Модель 7. Система с отказами. Динамическая система с отказа

ми в стационарном режиме подробно исследована в [20]. Будем считать
заданным коэффициент скид1си на будущие расходы 0 <С а ^ 1. Пусть
функция fn{x) задает минимальные ожидаемые издержки в гг-шаговом
процессе. Она удовлетворяет функциональному уравпепшо

оо

S fn-1 (г/ -1) Ф (?) dl + /„-1 (0) 5 Ф (I) dill

Ну, х) =c{ij-x)^-\-G{y),

G (г/) = 5 ^ (у — i) Ф (Ю -f 5 - у) ф {I)

4-а
о

f^{x) = min {/(г/, .г)V>x К
(32)

где
(33)

(34)
V
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И является ожидаемыми пздержкалш одношагового процесса. При п
получим фушщионалыюе уравпе1ше стационарного состояния

оо

V СО

/ (а:) = min\1 {у, .г) + а Г\ / {уу>х t (35)
и

Рассмотрим случай линейной функции стоимости заказа.
Линейная функция стоимости заказа. Еслп функция

с (у — х) линейна, то (35) легко привести к виду

/(a-) = min{—сд: + (?(у)},
У>х (36)

где
?/ со

(у) = су (у ~1) Ц) {D (Щ ^ (I _ [/) ф (I) d -f
о V

Vоо

+ 1^Г/(0) S +5/(г/~ЮФ(I)^^^ - (37)
оу

Поскольку G [у) оо при у оо, то при условии

G'(0) <0 (38)
можно определить наименьшее значение 0 < у* < оо, для которого

G'{y^) =0.

Если значение у* едпнствонно, то оно является искомым оптимальным
уровнем запаса. Оптимальная политика заказов

г = max [у* — х, 0],

т. е. заказывается у* — х, если а: < у*, и заказ не делается в противном
случае.

Используя указанный вид оптимальной политики заказов,

(39)

(40)

нетрудно по
лучить уравнение для определения оптимального уровня запасов у*. По
скольку функцию min (?{у) можно представить в виде

У>х

G(y').

G{x),

производная функции минимальных издержек

min G (у) = (41)

fW= { X < у*, (42)—с,
~c^G'{x)

Дифференцируя (37), получим
у  оо ,,

ГX

V

-

о V о
(43)

Из (42) следует, что для интересующих нас значений аргумента у ^
5^ у* функции G'{у) производная f в последнем слагаемом (43) равна
—с. Следовательно, у* будет решением уравнения

у оо

с + $[^'(г/ —|)~ I Ф (I) — 5 р' (I — у),ф (I) d> (44)= 0.ас
о у

_i
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Модель 8. Система с задалжпванпем. Если в системе управ
ления запасами неудовлетворенные заявки не покидают систему, а шдут,
пока дефицит запаса ие будет устранен очереднылг заказом, получается
система ЭХМ с очередью заявок (с задалжпванпем).  В такой системе воз
можен отрицательный уровень запаса, показывающшт, сколько склад дол
жен потребителю.

Функция минимальных ожидаемых издержек в системе  с задалживанп-
ем при начальном запасе х для ?г-шагового процесса удовлетворяет функ
циональному уравнению

со

/„ (а:) = min {с {у — т) f L (у) -Ь а \ /„_i (г/  — Е) ф (Ю
v>x о

I  У<0,
о

V  оо^{У)= '

УЧу — I p{l — y)^{l)dl, У>0.

(45)

где

(46)

Важный результат исследования этой модели — полученное в [20] ус
ловие оптимальности (s, 5)-политики, требующее только выпуклости
функции L (у), еслп функция стоимости заказа имеет впд

2=0,
К -\-cz, 2^0.

Доказательство опирается на введенное понятие /С-вьшуклостп: диф
ференцируемая функция F (а;) называется ^-выпутшоп, если

K + F{x + a) —F{x)—aF'{x) >0

●о,
(47)с (2) =

(48)

для всех а > о и всех х.
Используя (47), перепишем фушищональпое уравнение (45)

(а-) = min сх-\- К ~\-G^ (у)},
V>x (49)

где
00

Gn {у) = су -i- L (у) -ь и 5 in-i (у — I) Ф (I) (50)

По индукции доказывается ^-выпуклость функций ,G„(i/) и f^{x) для
п = 1, 2, . . . , и этого оказывается достаточно для оптимальности (s, *S)-по
литики.

Будучи /Г-выпуклой, функция Gn{y) может иметь несколько максиму
мов и минимумов, однако их расположение таково, что не требуется де
лать заказы больше чем для одного интервала значении аргумента. Если
Я^-выпуклая функция G{y) имеет минимумы в точках уо и у,, то для нее

(sn, 5„) требует заказывать до уровня если
и ие делать заказа в противном случае. Значение равно уо, а s„

оптимальная политика
X < S П7

определяется решением уравнения
Gn(Sn) — Я-]-С„(уо).

Линейная стоимость заказа. Стационарное решение.
Если функция стоимости заказа линейна Я = О, то оптимальна однопоро-

(51)
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говая политика заказов с единственным крлтпческпм параметром Хп. Для
стационарного состояния значенпя х — решение уравнения

со

с (1 — а) + S — Е) Ф (5) dl~ 5 рЧ1 — ^) Ф = О- (52)

Этот результат получается следующим образом. Пусть точка у ~ х об
ращает в мпниагум (50). Тогда в стационарном состоянии в области х <1 х
значение х является решением уравнения

оо

^ f' (у — I) ф (I) d\ = 0. (53)

Подставляя сюда значение производной функции минимальных издер
жек в той же области х <:. х

f{x) = — с, (54)
полученное дифференцированием (49) при К — 0, находим

c{l-a)-\-L'{y)=0.

Это уравнение совпадает с (52), поскольку

(55)

оо

— S p'il — y)4>il)dh У<0,
{у) = ● (56)оо

Для линейных функций р (х) — рх iih (а:) = hx (55) принимает впд

р — с (1 — а)Ф(2/) (57)p + h
Отсюда получаем уравнение для одношаговой задачи, положив а — 0

Р — с
р -\-h

Это совпадает с уравнением простейшей задачи (31) при с = 0.
Многие модели управления запасами, описанные в [1—20], уже сей

час могут использоваться в задачах оптимальной организации производст
ва, управления материально-техническим снабжением, розничной торгов
ли и т. д.

® отечественной литературе можно назвать работы [17,
21—28J.

Ф {х) (58)
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