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шала некоторой величины а (а, следовательно, доля потребления ле опус
калась ниже 1 — а).

Вывод о принципиальной возможности повышения темпов роста на
ционального дохода путем увеличения доли потребления в некотором
смысле соприкасается с теорией Кейнса отлосительно связи расходов
потребление и национального дохода, хотя существенное различие предпо
сылок и областей экономической жизни, в которых соответствующие идеи
претендуют на теоретическое оправдание, очевидно.  В одном случае речь
идет о закономерностях процесса расширенного материального воспроиз
водства, в другом — о факторах, определяющих степень загруженности
личных производственных мощностей и рабочей силы. Но в обоих случаях
прослеживается активная роль текущего потребления  — не как вычета из
ресурсов, обеспечивающих развитие производства

на

на-

в последующие перио
ды, но, напротив, как фактора, действующего в направлении этого развития.

ЛИТЕРАТУРА
1. N. К а 1 d о г. Capital Accumulation and Economic Growth. In the Theory of CanilalLondon. 1961. ■' ^
2. M. M. Голанский. Экономическое

дис., ЦЭМИ, 1967.
Moglichkeit wirtschaftlicher Vorraussagen. Kyklos 1962

и пропорции экономического раз-

модели экономического роста. М.,

^Sc^ences Tehnical Progress. Mathematical Methods in Social
A Neoclassical Analysis. Quart. I. Econ.

^July Neoclassical Growth Models. Rev. Econ. Stud.
9. A. Л. Вайнштейн. Динамика народного дохода СССР

тов. Экономика п матем. методы, 1967, т. III. вып. I.

развитие и моделирование. Автореф. докт.

4. А. И. Анчишкин, Ю. В. Яременко. Темпы
вития. М., Экономнздат, 1966.

5. Я. Тинберген, X. Бос. Матевгатические
«Прогресс», 1967.

и его основных компонен-

Поступила в редакцию
27 II1968



1 9 в S

том IV, ВЫП. 4:
Э к о П о .Л1 П к А
II Л1А Т Б :Л1 А Т П Ч Е с к и Б МЕТОДЫ

ОБОБЩЕННЫЕ СООТНОШЕНИЯ ДВОЙСТВЕННОСТИ
В ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЗАДАЧАХ

Е. Г. ГОЛЬШТЕЙН

(Москва)

1. Соотношения двойственности и связанный с ними двойственный под
ход к анализу задач линейного и выпуклого программирования играют су
щественную роль не только в теории и вычислительной практике матема
тического программирования, но и при исследовании лшогих экономиче-

Ниже описана некоторая достаточно общая схема со
ставления двойственной задачи для задачи математического программиро
вания сформулированной в абстрактных терлшнах. Естественно, что эта

и всякая другая схема, далеко не во всех случаях при-

ских механизмов

схема, как впрочем
водит к цели т е. позволяет построить двойственную задачу, связанную

’  соотношением двойственности. Выделение тех экст-
ремальных задач, для которых предлагаемая схема оказывается эффек
тивной составляет основное содержание работьв При этом мы сосредото
чим свое внимание лишь на так называемых обобщенных соотношениях
двойственности, связывающих двойственную задачу с так назтаемои обоб
щенной исходной задачей, понятие которой было введено в [1] и [2] соот
ветственно для конечномерного и об1цего случаев. Переход к обобщенной
исходной задаче вполне естественен (в частности, он позволяет получить
теорему двойственности для общей задачи выпуклого програм^гарованпя
без кагах бы то нп бьшо дополнительных предположении типа условия

Слейтера)^ а,ормулпровкн экстремальной задачи, которая явится пред
метом последующего‘аналива. Пусть G - непустое множеехво произволь
ной природы- /7х) - вещественный функционал, определенный на G;

-Хеватор определенный на G и деиствующпп из G в веществен
ное банахово пространство (В-пространство) й; G,  - непустое подмно-
жестко пространства Е\. Положим

R  {х\ Ф {^) ^ G}.

с исходной некоторым

задачу, состоящую в отыскании верхнейРассмотрим экстремальную
грани /(х) на множестве R, г. с. зад у Д

f{x) sup

Ф{х) б Gi,
X В G.

при условиях

(1)

(2)

(3)

Яатгячп Н) —(3) является функциональным аналогом общей задачи
мате2^™ческого программирования. Соотношения (2), (3) представляют
собой две группы ограничений, на которые обычно подразделяется система
услов^ задачи. Такое подразделение, конечно, может осуществляться мно-
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гпми способами. Выбор того плп иного способа производится в зависи
мости от структуры условий задачи и характера ее последующего анализа.

Условимся называть последовательность X = точек G i?, для
которой существует lim/(a:W) =/(X), планом задачи (1) —(3). План

ft -«o

X = задачи (1) — (3) назовем ее решением, если

/(Х) = lim f. = sup f (х) =
x€r

При R ф положим, как обычно, и ~ —оо. Для дальнейшего нам по
надобится несколько расширить понятие плана. Именно, назовем последо
вательность X = {a:W} точек аК*') G G обобщенным планом задачи (1) —
(о), если найдется такая последовательность элементов

V.
к-*оо

ЧТО

lim I yt^ I = О, (4)

причем существует lim/(a;W) =/(X).
к-усо

Как видим, обобщенный план задачи (1) —(3) отличается
тем, что, вообищ говоря, удовлетворяет ограппчепию (2)

от ее плана
только «в пре-

Объедивим в множество Л все обобщенные планы задачи (1) —(3).
Расширим постановку задачи (1)-(3), потребовав, чтобы верхняя грань

оралась не на множестве планов, а на множестве R
обобщенных планов этой задачи. Значение новой верхней грани обозна
чим через у, доопределив ее в случае Л = ф равенством v = —оо Оче
видно,

V (5)V.

Вновь введенную задачу максимизации /(X) па множестве R назовем
обобщенной задачей (1) —(3). Обобщенный план X* задачи (1) —(3), для
которого /(X*) = г’, назовем решением обобщенной задачи (1) —(3).

3. Опишем схему составлспия двойственных задач, ограничившись
вначале случаем, когда Gi является выпуклым конусом, т. е. таким мно
жеством, что при любых у', у" 6 Я' ^ О, Я" ^ О

к- У + Х"у" б Gi.
Используя выпукльпг копус Gi в качестве так называемого положи

тельного копуса, превратим Ei в частично упорядоченное множество. Для
этого введем для элементов Ei отношение порядка «^» следующим обра-

y'<y"{Gi) у"—y'eGi.
О/, 1/"6Et)

Теперь огранпчение (2) может быть переписано в эквивалентном виде

Ф{х) >0((?i).

Пусть Ei' — пространство, сопряженное с Положительный
bibhx индуцирует в сопряженном пространстве Ei'

Gi' (Я ; Я(у) > О, если у ^ 0{Gi); Я б Ei'},

который мы примем за доложительпый конус этого пространства. Конус
Gi' обычно называют сопряженным с Gi.

конус
выпуклый конус
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Положи:м для любых д; б (? и Я, б Ex'

F{x,%) =f{x) + а' {Ф{х}).
Пусть

(6)-ф(Х,) = supi^(x, %).
xEG

задаче (1) —(3), следующим обра-Определпм задачу, двойственную
зом: требуется iiaiiTH

к

(7)= inf г{)(Х)V

при условии (8)X ^ О (Gi*).

классам экстремальвих задач
Применительно к некоторым лтгхтто^ттг*гто

приведенная формулировка двойственной задачи допускает Да^^ешщю
конкретизацию, которая состоит в выделении ограничении, высекающих

Я для которых 1|)(Я) < сх>. Проиллюстрируем

частным

это па
множество точек
примере линейной задачи. ttw_

Пусть G - выпуклый конус
пейный оператор из Я в Ех, Ф (^) А{х)
где сбЯ-. Wa задача (1)-(3) превращается в функциональный ана

линейного программирования вида;лог задачи
(9)с{х) sup,

(10)Ах ^ b{Gi)
(И)>0{G).X

Очевидно,
Х{Ъ), если с —

в противном случае.

(6) — (8) в данном случае пршш-

оо— АЧ) (л:) + Я,{Ь)] = {●ф(?^) = sup[(c
xGg

Следовательно, двойственная задача
мает вид:

iт (12)nf
(13)

А*Х ^ c{G*),
(14)

% ^ 0(Gi*)
линейного программпро-иметь дело в теориис которым мы привыкли

ваиня. между исходной и двойственной
формирования двойственной4. Перейдем к установлению связи

задачами, оправдывающей ^ ут^рждение.
задачи. Прежде всего докажем следу Щ

Лемма П Имеет место соотношение (15)

  ф ^ = —ОО, н неравенство (р)
Доказательство. обобщепноп задачи (l)-

очевидно. Пусть R Ф Ф .ттпгть для которой соблюдаются услови
(3), т. е. такая последовательность, д
(4), причем г' = Ии1/(^ )●

Имеем для любого Я. ^ 8(Cl ) ,,

h-*<»

ф(Х) = sup
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Переходя в полученном неравенстве к пределу при к
к соотношению

оо, приходим

■ф(Я)^ Ит/(дК*)) = г?,
ft-MX)

справедливому для произвольного Я ^ O(Gi'). Следовательно,
V = inf ■ф(Я)^г?,

AS»0(G,*)

что и требовалось доказать.
Введем 5-пространство = Z X Е\, где L —

ных чисел, положив для каждого элемента
пространство веществен-

У — {Уй,У) уо6£, y^Ei, |у| = тах(|уо|, \у\).

В качестве положительного конуса пространства Ei примем

G= {ij= (yQ,y): i/o>0,y^O{Gi)}.

Используя данные задачи (1) —(3), определим в Ei множество
Е:~{у= (y<j,yh Уо = f(x) -V, у = Ф{х) ~у';хв G, уо'^0,  /г G G,}.

Очевидно,КФ ф (таккак G =#= 0 и 7^ 0). ^
Пусть К — замыкание К. Имеет место следующая обобщенная теоре

ма двойственности. ^
“ii^opeMa 1. Если множество К

нов R непусто, то
выпукло и мноокество обобщенных пла-

(16)V = г;,

т. е. значение верхней грани в обобщенной исходной задаче {!) —(3)
но зшчению ниокнеи грани в двойственной задаче (6) (8).

Доказател ьство. В случае г; = оо утверждение теоремы 1 непо-
средственно следует из леммы 1. Предполо>к™ ™ о Г< оо

П^сть при любом е > 0 множество К {г) объединяет точки простран
ства удаленные от К меньше чем на е. Очевидно К{г) — открытое
множество. Из вьшуклости вытекает, что множес^о к(в 4кже
ло. Обозначим через аб) точку iv ч- Л Д’ ● п.,. /

б > о найдется такое е(б) > О, что 1{&) ф Лг'('с(6)). дХи™елТно Тред"
положение противного в силу определешгя множества АЧсГведТ’ к cv
ществованпю элементов x^^^)^G, г/^6 5Л1г/^| <г \\  , '  ьсды к суь. АО ^ ^ \ ^ 1) п чисел 8ft Z> О,« = 1 , ii, . .., таких, что ’

рав-

г^ + 6</(:т<А)) +8ft, о ^ Ф (лК^)) 4- ehy<^^\ ИН1 8ft = 0.
/i-НЖ

(17)

нос^“ыТГ- выделить подпоследователь-
ГТгно‘п71 /(^<") имеет предел, то ^ = {£«)}
ласио (17) является обобщенным планом задачи (1) —(3), причем

Последнее неравенство противоречит определению
доказательством нашего утверждения.

Положим ЛГб = ̂ (е(б)), где б>0. Поскольку .
множество К, не содержит точку /(6), то согласно известной
разделяющей гиперплоскости найдется такой *^^^естнои

/(^) >v + 6, б > 0.

числа V и с

открытое вып

со-

лужит

уклое
  теореме о

ненулевой функционал

* Предполагается, что v > —оо. Случай v = —оо
положить /(6) — (—] / б, 0), б > 0. исследуется аналогичпо, если
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что

= ?Г ■ Уо + < Щ1{б)) = хТ ● (г? + б) (18)

при любом у = {уо, у) б Кб.
Из определения множества Кб вытекает,

у — ау' в Кб.

при у в Кб, у' ^ (Gi)что

(19)

Используя (18) и (19), получаем

а
бесконечности, приходим к неравенству:Устремляя далее

О, справедливому для любого у' ^ 0(Gi). Следовательно,

ка

?;(6) = (Afl^\x('5>)>0(Gi*},T. е. ^W^0(Gi*).
(20)

Покажем, что xf > 0. В самом деле, предположение противного с уче
том (18) ведет к неравенству (21)А^(У) < О,

если у = (уо, у) б Кб при некотором уо-
Пусть А'= б Д 2 е Й1, |г| < 1. Положим

;/(Ч (z) = (уо***’, У® {*) ) >

Очевидпо, >>(z) б Поэтому в силу (21)
,  +s(6)A('»(zX0

\z\ <i 1.
1 обобщенного плана и (20) вытекает

Ия1А(«)(Ф(а;^)^0.

(fe)
где Уо

при любом Z б Ei, \
Из определения

(22)

что

Следовательно, (22) может быть переписано в виде (23)
А^(2) <0

%{Ь) — 0. Полу-

по построениюдля любого Z б в,. Но из СООТНОШОШ1Я (23)^ вытекает, что
поскольку функционал Х<«> = (Яо , Я<“))ЧИЛИ противоречие

. Итак > 0.отличен от пулевого

Полоячим теперь
в силу (20) функционал
Из соотношения (18)

элемент G, получаем

А<б) ^ 0(Gi*).
С/(д:),У = — ПроизвольныйX

+1(б)(Ф(л:)) < V + б, Т. е.

_ ^ ф(5:(«)) = sup [/(а:) +Я(»)(Ф (^))] < ^ + б-kG G
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Учитывая далее, что 6 — произвольное положительное число, прихо
дим к неравенству г; которое совместно с (15) убеждает нас в спра¬
ведливости равенства (16). Теорема доказана.

5. Схема составления двойственной задачи была описана нами в пред
положении, что Gi является вьшуклым кон^’^сом. Как iibi сейчас увидим,

легко обобщается на случай произвольного множества Итак,
пусть Gi — произвольное подмножество Ей Ограничения (2), (3), очевид
но, могут быть переписаны в виде

эта схема

<^(^) ~и = о,
хвО, и б Gi

(20
.

Если положить 2 = (а:, Z/), то (2^), (30 можно рассматривать как си-
сте^му ограничения типа (2), (3) при Gi = {0}. В соответствии с изложен
ной выше схемой задача, двойственная к (1), (20, (30, имеет вид

(30

'ф(Я)= sup [f{x)-\-k{0{x)~y)]
а:€0, yGc

где нижняя грань берется по всевозмоншым элементам (если
G

in С,

i= {0},тоСГ = ЙГ).
Преобразуем функцию ф (Я). Имеем

1|)(Я)=: зцр[/(а:) + Я(Ф(а:))]- inf Цу).
.●cGg vGg,

Для любого множества S cz; Ei введем функцию

гз{%) = ЫХ{у),
yes

Через S' обозначим множество функционалов Я6Е1*

is (Я) >

Очевидно, S вьшуклый конус. Если S — выпуклый конус, то S*
совпадает с множеством фунщионалов, неотрицательных па S, т. о, явля-

конусом, сопряженным к S, причем is (Я) = 0 для любого Я G S'*.
В связи с этпм выпуклый конус S*, определяемый соотношением (24),
естественно и в общем случае называть сопряженным  к мнон<еству S. Если
Я ф iS , т. е. is(^) = — то, очевидно, 1|)(Я) = оо. Поэтому окончатель
ная формулировка двойствеииой задачи имеет вид

для которых

(24)—оо.

ется

Ф(Я) = ф'(Я) -^(Я) (25)inf,

Я>0(С,*), (26)
где

■ф'(Я) = sup 7?’(ж, Я), ф'"(Я) = iGi(^) = inf Я (у),
у-ео,

(27)

Если Gi конус, то (25) — (27) совпадает с приведенной ранее форму
лировкой двойственной задачи (6) — (8).

Из теоремы 1 ^ледует, что в предположения выпуклости введенного
выше лгаожества задачи (1) — (3) п (25) — (27) связаны обобщенным
соотношением двойственности (16).

6. С оообщенлой теоремой двойственности тесно связаны так называе
мые критерии оптимальности — необходимые и достаточные условия для
того, чтобы некоторый обобщенный план задачи (1)  — (3) был решением
оообщепиои задачи (1) — (3). ' ' л ^
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Приведем наиболее общую формулировку такого критерия. Пусть
по-преяшему

F(x,X) = f{x) + %{0{x)), inf Я (у).

Обозначим через X = произвольный обобщенный план задачи
(1) — (3), для которого/(Х) < ^

Теорема 2. Для того чтобы X был решением обобщенной заиачи (1^
(3), достаточно, а в случае соблюдения обобщенного соотношения двойст
венности (16) и необходимо существование последовательности функцио
налов б GF, такой, что

(28)lim[i^(x(4 sup F(x, = 0,
*60k-УОО

(29)lim (Ф (:r<'‘’)) - to, (№’) ] = 0.

1) Достаточность. В сплу (28) — (29)

F(x^^^\ №>) = supi^(x, + eh = i?'(X<‘^^) + Б^,^

lim Bk == lim Bh" = 0.

Доказательство.

7i-^oo/{-*-00

Следовательно,

ХЩ - Xf-^^0(x^’^^))v = V(X('*))
z= ■4)(Я,('*^) + Bh,

n
l|)^'^(V^^) ~h Бл —

\

Иш 8ft = 0, T. e.
ft-^

где (30)
ffX) == lim/(a;W) = Итф(Х<^0-

●' ' ' I._wv, /{-^^

Используя далее лемму 1, имеем
●' ^ ' /l-VCO

(31)

Из (30) и (31), в частности, вытекает равенство
/(X)-i;,

■означающее, что X - решение обобщеп^ойзда™(^1^^^(3^ обобщенной за-
2) Необходимость, ^усть Л 1* 1 1 ^ (25)-(27) связаны

.  (1)-(3),/(АП <оо,приче^^^^^^^^ Х-обобщенньш

("Т“м^т'^есто сосношенпе
(ft) , (Л)

ф(а^/1)) = 7/1 +1/2 ,

план

т = 0.
1.2,. ..*li°i|^^(ft) G G^^ ^ —iiгде 1/1 h-*oo

(25)-(27). В
таком

двойственной задачи
Пусть {ХЩ - решение

(32)случае
г; в г? =. Ит'ф(^^^0-/(Х) = ft-*-oo

последовательности к новой после-
будет являться решением двойствен-Предваритель™ пе^рвйдом

довательности \Л /,

от
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НОЙ задачи, но для которой, вместе с тем, соблюдается равенство

ft -KSO

Для этого, задавшись произвольной последовательностью положитель
ных чисел ai > 02 > ..., стремящихся к нулю, построим последователь
ность натуральных чисел к\ <С /са <С . .
куррентным правилом,

а) Если число ks уже определено, то в качестве к
меньшее пз чисел к, удовлетворяющих условиям

(33

руководствуясь следующим ре● )

выбирается наи5+1

).

-

-

ks+i(l/2 ^ ) I Cts+1,к ^ 1,
б) ко = 0.
Положим теперь для любого к~^к Л,<*) = если к^^к ^1

Поскольку при к-^ оо индекс 5, определяемьш условием: к^ ^к ̂
^ A:s+i — 1, также неограниченно возрастает, то

Jim iji = lim i]) ~ v,
h-*-ooS-*oo

т. e. является решением двойственной задачи.
Далее, при ks ^ к ^ ks+i — 1

I  I = IW») (уГ ) к а., S = 1,2  ■
Следовательно, пмеет место равенство (33). Поскольку v <С.
б Gi* для к = 1,2, .. . .
Имеем

/(аК'*)) = — ^^(Ф (а:<'^))) = F{x^ Я.<^)) — ) — XW (i/f ̂ ).

, т

Отсюда, используя (32) и (33), получаем

lim[i^(a:('‘>,№)) —XW(i/f’)] = lim-ф (Я,^) = lim [tl)^(XW) — iJj" (№>)].
к-^оо /t-м»

оо о

(34)

Заметим, что

F (х(^\ Я.(*)) sup F (х, Я,<*>) = ф' (Я.^^*)),
X6G

Х(^) (j/k)) ^ inf (у) = ta, (XW) = ф" (Я,(«).
y6G[

Соотношение (34) с учетом последних двух неравенств приводит к ис-
равенствам (28) и (29). Теорема доказана.

Предположим, что Gi —конус. Тогда (Л-) = О, если Я. 6Gi*. Поэто
му соотношения (28), (29) переходят, очевидно, соответственно в

комым

limF(x(^), Я.(*))=Ит supF(x, Х(^)),
А-*оо хбС

lim (ф (х(к))) ~ 0.к-*со

(28')

(29')

7. Обобщенная теорема двойсгвеиности доказана нами в предположении
выпуклости множества К, являющегося замыканием ишожества

К= (у== (уо, у) :уо = f(x) — уо', у = Ф(а;) — у', а: б G,
I/o' ^0, у' б Gi). (35)
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в этом же предположен™! гарантируется необходимость условий кри
терия оптимальности, сформулированного в виде теоремы 2. Ниже рас
сматриваются два класса экстремальных задан, обладающих заведомо
нуклымп множествами К.

Пусть Gi — выпуклый конус, G — выпуклое множество. Оператор
Ф (д:), X Q G, будем называть выпуклым вверх относительно Gi, если для
любых х\ х" ^G и произвольного числа а, принадлежащего [0,1],

ф{ах^^ {i-a)x") ^аФ{х') + {1-а)Ф(х") (Gi).

вы-

Будем говорить, что (1) — (3) —задала выпуклого программирования,
вьшуклости лшоя^ества G и конуса Gi максимизируемый

функционал / и оператор ограничений Ф являются соответственно вынук
лым вверх функционалол! и вьшгуклшг вверх относительно Gi оператором.

Легко проверить, что множество К задачи выщжлого программирования
(1) —(3) всегда выпукло. Действительно, пусть / б К, у" вК,0<а<1.

Имеем

если помимо

< fi^"). у' (Gi). у" (^") (^0 ’It
У о ^ fix'), У а

где у' = {ijQ, у'), у" = (г/о", у"), х' ^G, х"^ G.
В силу предположений относительно j, Ф и о-

шл' + (1 - а)у," < uf{x') -Ь (1 - a)f{x") < + (1  - .
i)y" < аФ[х') + (1 - а)Ф[х") < Ф(од: + (1 - о)х ) [Gi],

ax'+ii-a)x"^G, т. е. ау'-f (1 - а)^" бЯ.

аг/'+ (1-

замыкание К
Следовательно, К — выпуклое множество, а значит,  и его

также является выпуклым множеством.  .„„от™-сг г ттепустым
Таким образом, для задачи вьптуклого „™ое соотно-

«ножеотвом .обобщенных план» онт^шль-
НО и необходимыми (с'^- 'Дх

(1) —
шение двойственности и поэтому
НОСТИ являются не только ДОСТаТОЧНЫЛШ, тстття

8. Прежде чем ввеоти другой класс ™ напо»™’'
анализу которого посвящены последующие ра д ^ ^ банахо-
одно из определений интеграла вектор-функцшг > ,g4
вом npocTpLcTBe. Пусть Я - метрическое ^
аддитивная неотрицательная функция (мера), р д

борелевскпх подлгаожеств б ./и ● иэ из-

счетно-
сг-алгебрена

Мера а (б) и а-алгебра Вм порождают совокупность
мерим^ (в смысле а) подмножеств пространства М. Иуеть
мое подлгаожество М, причем а(Т) <С

Вг=^{д-.6вВм,Ьс^Т), Вт{а) = {б ; б б Лдг(а), б с= Т].
банаховом про-значенияип в

Пусть далее <p(i) —векгор-^"Н1ш;ия
сгранстве Ei, определенная на Т. .тметжма по мере

Условимся говорить что пространства Ei
любого шара Ср{у ) —'{\У ~~ У ^ п t \

:<р(г)бСр(/),^бП'=-5г(«)-

со

Т{9

а, если для
множество

,У') =
(36^Предположим, что

ф ф(/) измерима по мере а,ункция

(37)
I  [ ф(0 W-a<
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Вектор-фулщию q)(i), удовлетворяющую условиям (36) и (37), буделЕ
называть суммируемой по мере а на множестве Т. Пусть Ei —● сепарабель
ное пространство и yi, уг, ... — сметное, всюду плотное лшожесгво элемен-
10В Ei. В такол! случае при любом е О объединение дшожеств Т{г, уг),.
i = 1, 2, . . . , совпадает с Г. Определим рекурреитно дшожества Т'{г, у,):

Г(е,у,) = 7’(е,у.-)- U Г(е,у;,),
hd

Г(г,уО =Т(б,у1).

Выбросив из системы множеств Т'{е,у{) пустые
лхеровав заново оставшиеся, приходим к последовательности
(Гг(е)}, обладающей следующими'свойствами:

T = [jTi{e),

j = 2,3,...

множества и перену-
множеств-

^«(б) П ^j(e) = ф, i (38)

при любом i найдется элемент у/ G Ei, такой, что

|у/-ф(ОКе, (39)
Пусть функция ф (t) со значениями в Ех суммируема по мере а на Т.

В силу (36) множества Ti{&) измеримый согласно (38)
СО

(Г)= 2а(П(е)).а (40)
k=i

Из (40) и конечности а(Т) ●вытекает, что

а((?,(б))=а( и П(б)) О при i оо
ft>i

Поэтому (37) гарантирует для любого е > О существование
турального числа Л^(е), что при Q{e) = (?i(e), г  = N{e)

такого на-

S  |ф(0Иа (41)
0(e)

Итак, при произвольном е > О множество Т может быть разбито на не-
пересекающиеся измеримые подмножества ГЛе) j=i о Nfe\ 0(р\
удовлетворяющие условиям (39) п (41). ’ Л

Пусть

фе(0={^'’

.  щ^)

3 фе(0сга=2

teTiie), 1,2,. . . ,7V(£);

По определению

^ (p{t)da = Пш J ipe{t)da
s-*0 уТ  i=y

(существование последнего предела вне зависимости от способа разбиения
1 вытекает из соотношении (39) и (41)).

Теперь мы подготовлены к тому, чтобы сфордхулпровать задачу.
Пусть Т - измертше ограниченное подмножество метрического про

странства М с мерой а, а{Т) <С оо. Пусть далее для любого t^T заданы
множество G{t), вещественный функционал ft{x), определенный на G{t),
оператор 0t{x), депствующпЛ из G{t) в сепарабельное банахово
СТВО ^1.

простран-
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Рассмотрим задачу

5 ft{xt)da (42)sup,
ifzT

5 0t{xt)da^Gi, (43)
t6r

(44)

где Gi — выпуклое подмножество E\.
Обозначим через E множество функций xt, t^T, таких, что фунщии

it{xt) и 0i{xt) суммируемы по мере а на множестве Т. Очевидно, (42)
(44) является задачей типа (1) — (3), в которой G  — подмножество эле
ментов Е, удовлетворяющих ycKoiBnio (44) (оно предполагается непуст-
ным),

ф(х)= 0i(xi)da,f{x)= I ft{xt)da. «бг

общей схемой (25)- (27) задача даойетвенная к за-
даче (44) —(46), состоит в минимизации функции -фСА) — яр (Л) — яр
при условии (26), где

ф'(Х)=зир [ [/,(з:,) + ̂ ^(<^'(^'))]'^“' ■^"W=
xGg <6т

V а V. Нашейобозначениями R,
множества К (замыкания мно-Сохрани'М ттрежшш смысл

целью является установление выпуклости
жества/О определяемого соотношением (оО)). fcf_

S Конечполюрный случай задачи (44) - (46), когда все Gt, ^ Л ^

лучен результат, э.свшаленшый теореме двоиственностп для конечномер

"™о”ой toL^T до1ав^7яьо™а этого факта ™

по

устаповленпп выпуклости ова [4]. Поскольку
ляе

-

[3], со-в

стоит в
тся простым следствием одной теоремы ^^„ремы, при-

в дальнейшем нам понадобится некоторая g на [0, 1].
ведом ее формулпровку ’ „7 любом t 6 [0, 1],

Пусть Ф(г) -точка т-мерного “Р'"'^“';™'‘ "7дающей  с обычной
ф(0 --суммируемая на [0,1] подашожеств отрезка [0, 1].
длиной; Bi — полная система борелевски
В таком случае мнон<ество

за

<66
,  6 6 ^11

является выпукльиг и замкну i _ говоря, перестает быть вер-
Сформулнрованное значениями в банаховском простратьРным, если ф (0 — грйиас покажем, выпуклость замьшапия

ГТВР. Тем не менее, более общем случае,
быть гараитпрова . обладает свойством (^),.может

если ^"(р) Г XT’- Р’ ^
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/б Л/}, (о — некоторая фкксирО'ванная тонка М. Пусть по-прежнему Т —
ограниченное измеримое подлшожество Л/, а{Т) <Z. оо.

Лемма 2. Пусть ф(^) — суммируемая по мере а на множестве Т век
тор-функция со значениями в сепарабельном банаховом пространстве Ei,
мера а обладает свойством (*). В таком случае замыкание Р множества

Р={ — J fp{i)da, б б5г|р:р

выпукло
Доказательство. 1) Предположим вначале, что ф(^) принимает

конечное число значений, т. е. множество Т с точностью до множества с
нулевой мерой представимо в виде суммы таких иепересекающихся мпо-
жеста Г,- б 5г, J = 1, 2, . . . , 7V, что ф (i) = pi, еслп i б Г,-.

Покажем, ч'ю в этом случае Р — выпуклое множество. Имеем

Г  ̂

р=|р;р = 3а(бпг’0р.', еевг}.
Очевидно, при любом б б 5т

0<а{6П^г) ^аг= а(Г^). (45)
Из свойства (♦) «(ср П 2^0 = Yi (р) — непрерывная

функция р, причем у<(0) = 0, у(р) = сц, если Г; cz Ср. Поэтому для лю-
бого Oi б [0, Ot] найдется такое лшожество

вытекает, что

(а)
— вр{а)[\Тг^В'г, что а{Т^'^) —

Положим да = Итак, для любых ai б [0,,аг], t = 1,2, . . .  , Л^.

существует такое ишожество б Вт, что
а (да П Ti) = tti, i = 1, 2, ..., N. (46)

Соотношения (45) и (46) позволяют представить Р в следующем экви
валентном виде

Т\ Qi.
N

N

o.iPi
i=i

пз которого непосредственно следует выпуклость
2) Обратимся теперь ■* "

этого множества.
  тт оощему случаю. Пусть е — произвольное поло-

ч тельное угасло, редставим лшожество Т в виде объединения непересе-
кающихся оорелевоких ^ожеств Т-Де), г = 1, 2,. . . , N{b) ,  (?(е), удо^ет-
творяющих условиям (39) н (41) ~ v

Положим

к

Ашожества Го(е), а(Го(е)) = 0.и

Уч'-, гбГДе), г= 1,2, ... ,Л^(е),
/бГо(е)и<?(е).(0={фе о,

Из (39) и (41) получаемпри любом б б 5г

J ф(^)^^a — Фе(/)с^а

3  |ф(^) |^а+2 J ф(0-фе(0На< е(1-Ьа(Г)). (47)
<г(к)Пй ^=1 ТДе)Пб



СООТНОШЕНИЯ двойственности в экстремальных задачах 609

Рассмотрим две произвольные точки р' п р", принадлежащие Р. За
фиксировав 8 > о, выберем такие множества б'(е) и 5"(е) из Вт, что

р"-\; р' — 5 ц){t)da < 8, (48)а
б"(е)б'{е)

Согласно первой части доказательства леммы для любого р, 0 <С р. <С 1,
существует множество б(е, р) б 5т, при котором

5  (1-1-0 S 4.E{i)da= $ (49)
6(г.11)б"(е)6'(е)

Учитывая (47), (48) и (49), получаем

jj (p{t)da ^ рр"Ч-(1 — Р)Р^^—рр'-Р(1 — р)р" —

5 (f{t)da-\-ф(0сга —(1 — Р) S +
I

+ (1 —р) ф(г)fгa—р

— Р
б"(е)б'(е)

f (pe(i)f^a—(1 —

Р
б'(е)

р) 5 Фе(0^Ь +
6"(Е)

I  Фё(0‘^'<^ +

б'(е)б"(е)

JJ фе(0'^С(+ (1 1^) S Фе(0^“

5  ф(^)^

бб"(е)

J  (^>s{t)da

+ р
(е,ц)

б'(е)

а

б(е,ц)б(е,м)

е + 2в(Ц-а(7')) = е(3 + 2а(?’)).

1» S"« 2 .«у.™.™ »—> f
(44) - (46), если мера а обладает шопсгвом (*). Обозначим ле^з ,
оператор (/, (:т), Ф, (т)) „з G, н 7?, = £ X £. и положим G. = 0/ - ■» '

(50)

: Ро> 0,р в Gi).
В таком слу'ше

^0, (x,)f7a — y'^Gij.т
точки к и число Р расположено

|у :у=.ф(а;)—?/
у ' =А’ =

(0,1).
Пусть 1/1 и 1/2 — произвольные

Покажем, что (51)
р?л+ (L-ti)y^6£.

д;(Р(е) о G у/(ап
=

) б Gi таким образом, что-
Задавшись е > 0, выберем

бы элемент

у. (в) = - Р?(е)6 7f)
Г

более чем па s (г = 1, 2).по норме от уi не
математнческпе мет

отличался
оды, Кг 4

7  Энопомииа и
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Рассмотрим множества

=  J 0i{xf\z)d
г-6

(e))da],

а
6

Г = {г-у

б б Лг j-.

ббЛг}.6

Очевидно, i/i(e) +г//(е) б У, Уг{^)_+У {г) б У.
Далее, в силу леммы 2 'замыкание Y' множества Y' выпукло, и так как

множество У образуется из Y' сдвигом на фикспроваины!). элемент
2/2 (б) ~\г Ifz (е), то замыкание У мнон>*ества У также выпукло. Следователь
но, найдется такой элемент

J фДжг‘\е))(га-Ь JJ Ф1{х?{г))аа еу,
б{ц) Г-б(ц)

что

м) (l/2(e) + У2 {г)) ~ ?/d(e) I ^ е.+I/i4^)) “Ь (1 (52)
Полояшв

2//(е) = ,иу/(е) (1 - р)^2'(е) ^ G It

из (52) полу^гаедг

\Ур- (i/n(s) ~ 2//(е)) I ^ |?/ц — u^i(e) — (1 — (х)^2(е) I -f-

+ |Д2/1(е) -г (1 — |-0^2(е) — (у^(е) — у/(е)) |< 2е. (53)

Но согласно построеншо ^^(е) — г//(в) б Л'.
Поэтому неравенство (53), в котором е — произвольное положительное

число, уоеждает пас 'В_справедл1Евости равенства (51). Таким образом, вы
пуклость множества К установлена. Из полученного результата и теоре
мы 1 вытекает следующая теорвхма.

Теорема 3. Пусть для задачи {42)~{44) множество Gi выпукло, мера
а удовлетворяет условию (%) и множество R обобщенных планов непусто.
В таком случае v ==v,t. е. верхняя грань в обобщенной задаче (42) — {44)
совпадает с нижней гранью в соответствующей двойственной задаче.

Очс'видяо, нрп соолюденпи предположений теоремы 3 для задачи
(42) (44) имеет место также критерий оптимальности обобщенного пла¬
на, сформулированньп! в общем виде в теореме 2.
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НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ ЦЕЛОЧИСЛЕННОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

А. Л. В О Т Я К О В

{Москва)

ВВЕДЕНИЕ

Метод отсечения рассматривался рядом авторов {см. оозор [  „
ной статье излагаются некоторые прннщгаы, при-мепилще
му, так II к нелинейному слу^1аям, позволяющие выделить ила
алгорнгмов, основанных на групиовом отсеченпи. „отрттия

Одной из наиболее простых идей отьюкання ° ^ реше-
задачи линейного ирограммпроваппя по известному непрерывно у р

о. ГГ==Нда,--==
1(а:о)0 -h I . Будкт называть округление у ^ектоР^^®

еоотпошеняе \х Ь М \ Xi ^

нию является

[(^о)г] или
целая и дробная части числа а

относительно М, если справедливодопустимым
множество допустимых округлений

содержит точку с координатами
Из этого определения следует, что .

вектора хо б М непусто. Оно, в частности

Рассмотрим класс Л1ше11ных задач, в „«ррт
непрерывного решения едипственпо. Этот случаи имеет
вида

которых допустимое округление
место в задачах

{x^R^^\Ax^Axo, Вх^ВхоА-Ь),М =шах (с, х)
л-е лг

гричем оптимум достигается
^ 0; 5 — произвольная

справедливы

®  ■ ● ● ’ Гяижс^онно «'совпадает сотпосителы-го Л/, единстве .. некото

■ АВ  точке хо

оядка п
т—п

В силу

рой

- н

,ПЙ
Пусть М - хП б М.вепств и щах(с, ( ’ ''

евырожденная матрица
’  матрица размера {т — л) X п,

соотношения шах — (^) <
л'£ лх

 системы ̂ лмеин^ пера-Множество

индексов округления. По¬лб лх
назовем множеством

. . . , н|тах{а:)г —
■хб лх

ложим
{хв М\(ж),-

7*


