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О ЗАДАЧАХ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ
НА ОРИЕНТИРОВАННЫХ ГРАФАХ

Н. Н. ВОРОБЬЕВ, В. В. МАЛИННИКОВ, А. И. СОБОЛЕВ

{Лепппград)

В большинстве работ по линейному программированию
дельные задачи линейного программирования (в парах с двойственными) ►
Лишь небольшое число результатов типа теорем об общем равновесии
(см., например, [1]) относится

изучались от-

к одновременному рассмотревшю несколь
ких взаимосвязанных задач линейного программирования.

В настоящей статье рассматривается совокупность
собой задач линейного программирования,

связанных между
сопоставленных вершинам л

подграфам ориентированного графа, их композиции и декомпозиции. По
казываются возможности описания решения глобальной задачи соответст
вующей графу в целом, посредством описания решений локальных задач
отвечающих его подграфам и даже отдельным вершинам. ’

Одновременно обнаруживаются новые связи линейного программиро
вания, как математической теории, с вопросами теории игр. Оказывается
что в рамках линейного программирования воспроизводятся '
матричные игры, но п более широкие классы бескоалпцпонных игр

1. Рассмотрим орлептированпый граф без петель (7, Г), где 7 — мно
жество вершин графа, а Г — многозначное отображение 7 bV О термине
логин и обозначениях теории графов говорится в работе [2]. Каждой
шпие графа у G 7 поставим в соответствие фиксированную
фиксированные векторы и с;. Кроме того,

не только

вер-
матрнцу Aj II

с каждой вершиной / G 7
свяжем переменные векторы Xj и uj, а с каждой другой (у к) (т е с
парой индексов у, к, таких, что к б 1 j) переменный вектор Xjk. ' ' ^ ‘ '

Зафиксируем для некоторой вершины у б 7 все векторы Х{-
(т. е. векторы, связанные со всеми дугами, входящими

все векторы uu, где к б Tj (т. е. векторы, связанные
нами, в которые идут дуги из вершины у). Тогда для l
но сформулировать задачу линейного програ.ммнрования

где i б
в у-ю вершину),,
со всеми верши-

3T0U вершины мож-

и

(  + 3 )■
fe €r

шах.
^

■  3 3 ^ij +Xj
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Двойственной к этой задаче, очевидно будет следующая:

( + 3 )“j mm,

кеГ; Uj ^ 0.AjUj ^ Uk,AjUj ^ c,З У

Первую из этих задач («прмую») обозначим через Р(/), а вторую
(«двойственную») — через D{j). Эти задачп будем называть локальными
по отиошеншо к графу (/, Г).

Кроме того, для всего графа можно рассматривать пару двойственных
задач:

S max.CCjCj
;6J

/е/, г errs^ 0,Xj Ш 0,

2 bjUj —> min,

kei\З/В/,AjUj ^ п/{, У
jUj £= t-j,

являются псремеинымп. Эти задачп будем назы-
п обозначать их соот-где уже все Xfj п все Пк /г гч

глобальными по отиошеншо к графу \J, з-)вать
ветствешю через Р (J) п D (7).

Разумеется, мы считаем, что
торов согласованы. Далее будем предполагать, что
имеют допустимые решения.

2. Приведем

пазмеры соответств

примеровнесколько

ующих матриц и век-
задачи P{J) и Z>{7)

задачмежду собой
программирования, уклады-п. 1.

систем связанных
линейного
вающпхся в схему, описанную в

Пример 1. Задача о распредслешш
ресурсов. Пусть имеются предприятия
1. 2, . . . , П-- Пусть Cj — вектор цен,

оценивается продукция j-ro
— вектор ресурсов, об-

в

которых
предприятия, S
щих для всех предпртгятпи, Sj

ресурсов у-го предпрпя
вектор

собственных
тпя Dj п Bj — матрицы расхода ;-м предприятием
и собственных ресурсов на единицу продукции

общей прибыли выглядит так.

соответс

Тогда задача максимизации

твенно общих

П11 М3 ^}^з ^
i=i

Xj ^ 0.п:
XjBj ^ Sj, ●  f

рис. 1, вершины 1, ●
+ 1 соответствует центру,

. . , п, кото-
Рассмотрпм граф, изображенный па

предприятиям, вершина прого соответствуют
распределяющему (i . . , „) графа матрицу Aj = {Dj, Bj)

(т. "ь1 Морицы ^j являются столбцами матрицы Л,
л
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а последние столбцы матрицы Aj — столбцами матрицы Bj), векторы q
II bj = (О, Sj), где О — нулевой вектор размерности, равной числу столб
цов матрицы Dj. Число столбцов во всех матрицах одно и то же и рав-

размеряости вектора s. Число столбцов в матрицах Bj равно размерно
стям векторов Sj и, вообще говоря, может быть различным, но, добавляя
нулевые столбцы к матрпцази Bj и нулевые компоненты к векторам Sj,
мончно сделать так, что во всех матрицах Bj будет одинаковое число столб
цов. Положим Апм = Е, где Е — единичная матрица размерности, рав-

сумме числа столбцов в матрицах Dj и Bj\ &n+i = {s, 0), где 0 — пу
левой вектор размерности, равной числу столбцов в матрице Bj; Cn+i = 0,
где о нулевой вектор той же размерности, что ц лштрпца Ац+\. Тогда
задача Р (/) для этого графа совпадает с задачей (%).

Hpmiep 2. Задача P{J) для графа, изображенного на рис. 2, соответст
вует одному из вариантов задачи долгосрочного планирования.

но

НОИ

-о
/ пf  г

Рис 2

Здесь Aj — технологическая матрица /-го периода, bj
производимых ресурсов, поступающих на /-м периоде, q — вектор цен,
оценивающий потребление на ;-м периоде.

Такими системами

— вектор невос-

взаимосвязаиных задач можно представить также
производственные связи между различными предприятиями,

о. Рассмотрим произвольный подграф {М, Гдг) графа (/, Г) и сфор
мулируем для него пару двойственных глобальных задач Р{М) и D{M):

Xj/iU/г —> max,
keTj\M

(  + S a:,-Л Aj ^ 2 Xij + bj,
^  ier/

Xj ^ 0, } 6 M, k G Tj;

2(^i+ 2
j6M'‘ i'er^-i\Af '

min,

AjUj Ci} Ajiij ^ uu,

i 6 1 \ M; u/i, к G Fj \ M считаются

7 G M, к G Г.i

при этом векторы
дачах фиксированными.

Рассмотрим следующую функцию, связанную с {М, Гл/):

Xij, в этих за-

= ;3[(б.-+ S
збм iCT,-l\M

ZM - S XjiiUk ●гз 7

P (M) Д Двойствоитюсти для любых допустимых решений задач

j

^ о,
причем допустимые решения будут
когда == 0.

4- Лемма. Для. двух произвольных

оптимальными тогда и только тогда,

подграфов {М,, Гдг,), (Мз, Пт,)
(1)“Г
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Доказательство. Докажем сначала лемму для случая Л/i П^2 =

)]2 (^i+ S
г6Г—1чЛГ|

1+ S +2М, ^ чм, = XjtiUh

hGVj^Mi;;ел/,

+ 2 (^j+ 2
1бГ^-1ЧЛГг

Xij

2 +22 ^jCj + ^jh^i+ Xij
L \

/lGrjN(MiUM2)г6Г^-1\(М,иМ2)jGMiUMa

)+(s s
jG^f; iGry-JH-Mi

X - S S XijUh+ ijUj
j6M, лег,. riMa

)●- s s+(.? s XjhllhXijU/j
jEMi ЬбГ^ПД^!.i6Mi 1ег^.-1пм2

Так как
i б гг^ n ^i} = {/- I/ Л- 6 Tj П Щ

keVj(\Mi}

0,
и

i e Tr^ П Щ = {/’ I/ ^ ^^2’

скобках разностей обращается в нуль, и мы имеем

{i,

каящая из стоящих в

)iJj —bj+ 2^лг. + = 2 X{j

2-ег,-1\(м>им2)

S1 XjjilljiXjCj-f-

h6r^N<AfiUM2)

a последняя сумма по определению есть
Если М, п Л/2 ^ Ф, то воспользуемся тем, что

= ф, п поэтому согласно предыдущему

(М2\Л/,)П(Л/1ПЛ/2) =

-f- ,^Д^'ПДГ;_
_ ЧМ, ^ _|_'^лг.ЛМ2 =4^1 -f

.. ту/ы^ П{Л1) на мноЖ®"

следует Ш Очевидно что ограничения па L М допусти
Д оказательств . будут допустимы. Поэтому

мых решений задач Р(Ж),
^ 2^'.

задачР{М). 0' {М),го
заданы оптимальные решения

M будут о71тималъными.Следствие
ограничения их

методы. .V» '*матемотячрсипоЭиоиомика п8



626 Н. Н. ВОРОБЬЕВ, В. В. МАЛИННИКОВ. А. И. СОБОЛЕВ

п

М  \} Mi. Если ограничения допустимых ре-
i=i

шений задач D(^M) оптимальны на каждом то эти решения оп¬
тимальны в Р (М), D [М).

Доказательство. Используя (1) п следствие i, получим нера
венство

Следствие 3. Пусть

п п 71 71и л^.П и м.
i=2 ’

и м.
 А *л/, Мг

<2
i=l

которого следует требуемое утверждение..

5. Рассмотрим следующую дгру п лиц. Пусть

сгве множества стратегий i-ro игрока возьмем множество всех допусти-
о'''*” ^ “ качестве его функции вьшгрыша

примем — дту дгру оудем ооозначать через G {Mi, . . ., Мп).
Теорема 1. Для того чтобы допустимые решения задач PU) D(.l) были

оптимальньши, необходимо и достаточно, чтобы ограничения этих рейсе-
нии на Mi составляли ситуацию равновесия по Нэшу  в игре G Ши. . .

Л/п оптимальные решения задач PU),

S2. Ttz: *■ "Гл" "■ '
l~ ™ данная ситуац^я^яетсГра^-'

113

у = и Ми в качс-
7 = 1

равновес^’^а? Допустимых решепий образуют ситуациюравновесия. Тогда каждый г-и игрок не до.чжен и.четь стратегических воз-
"тве св^ей стиаТ"™ Но так как i-ii птрок. выбрав  в каче-
получ,™ ™™мальные решения задач Р{М,), D(M,)
ВИЮ 3ZO — О ~ равновесия все Z'‘, = 0,

6. В
теореме мы р

, может
тогда но следст-

ассматривалиситуация равновесия в
D{

единственную игру п лиц,
которой соответствовала решению задач P{J),I).

ск1г\^нгп”п*гшч^^Г^^ '^^^^^‘^^P®^oннoмy рассмотрению
уч 1 сходный результат для этих игр. Пусть

М.у р MyL =

и
п

У = и Л/v, V 1

 антагонистиче-

V=l -1

С каждым множеством А/

пгру G,. Первым игроком G„ 1ш7етсп мшжеетТ
стратегии является множество допустимых решений в аддачсТш Г Вто
рым игроком является совокушюсть таких мпожоств что МпТмТф
~ ГГе^Тй™™™" """ Яопуо-шмых решений задач^ДШ,)
вы,"рТш“ максимизирует, а второй минимизирует фуп'Д^

его

фу(Х, t/)= 3 V’"^1 XI

.'б л/у .^бл/у .teCjXMv

S (ь
!^Л/;,,ПГЛ/у?Ь(Э д/ ч

3 Хс:и Ui

iGT; \Д/|;,: .'бЛ/у
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где Xij — векторы фиксированные н входят тем самым в условля игры
Gv.

Если ТМу, = ф, то игра вырождается в задачу максимизации

по множеству стратегдй первого игрока,
у

’Если ¥= то, очевидно, найдется игра, в которой множество ЛЛ
входит в состав второго игрока. Если Г“^Л/у = ф, то игра, в которую Mv
входит в состав второго игрока, вырождается в минимизацию 2 h^uj

j6-My

по соответствующему длшожеству стратегии.
Теорема 2. Для тово чтобы ооиустцмые решения зйдич ”(/), D(J)

были оптимальными, необходимо и достаточно, чтобы ограничения этих
решений па мноо1сествах Л/v были оптимальными стратегиями в играх
(5^,^ ^ , п, где все фиксированные векторы также взяты из оапных
допустимых решений.

Доказательство. Необходимость. Пусть данные допустимые реше
ния .Y, и оптимальны. Тогда по следствию 2

V,+ у, (2)ч'УS  “Г Е ^jk^kXjCj ,' 1

icMv Агег^чМуj(-Mv

ограничениям задачи Р (Л/v)для Xj, Xjk, удовлетворяющих

у (3)у [ьJ у x,j щXij I

гбг/чМр.«бг/чл/р.

для Uj, удовлетворяющих ограничениям задачи D {M^,). Если
стям неравенства (2) прибавить

;бл/р.

к обеим ча-

Уу.У Sri:11bj Ч- lli} ■<zU
1бг-‘чл/р-; I'd лГу[J.чл^|iГ.глXy?S'0 ieм^u

то мы получим неравенство
фу(Х, и) ^ фv(A^, (^')-

Если просуммировать неравенство (3) по всем р, для которых

Mfi, П ГЛ/ц =7^ ф,
получим неравенствоУ Xj Cj 1 то мыприбавить к обеим частямII jeM'’

(pv(Y, и) < cpv{^, U).

Достаточность. Пусть ограничеепя |^®™^^”о.г^^тствующих
множествах М. являются оптимальными стратегиями в соответе j ̂
играх. В силу следствия 3. достатояно показа^ что д.ля любо
Jo. Предположим, что для некоторого vZ ’- > 0. т. о.

(^)> У XjCj+ у у
'  ;бЛГу

У[Ь} + Xij

●г€Г,-1\ЛГуjeMv

В силу оптимальности стратегпн пЛ(.? (5)чУ У X-ijll/iXjCj+ у у — max /Xjk HkУ Xj Cj jCiVy /1бГ_,-\ЛХу
j6jvfy fe erjNjMy

задачи P (Mv).

^бЛ1у

при ограничениях 8*
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По теореме двойственности

3* +3 3 = min 3 ( + 3 ) (6)}

зем^ йбг^.чМу

при ограничениях задачи D (Mv).
Подставляя в (4)^ вместо левой части (6), правую, мы получаем

i€Afv

3 ( + 3 ^ij )
iSMy '

3 (bj+ .3 a:ii)zzj.Uj '> min (7)
jGMv

Рассмотрим теперь_пюоую игру, в которой il/v входит в состав второго
игрока. Ограничение U является оптимальной стратегией второго игрока
г этой игре. При этом ограничение стратегии на множестве Му не зависит
от ее ограничений на других множествах, входящих  в состав второго игро-

и входит в функцию выигрыша аддитивно. Поэтому

i6r^-lNAf,

в

ка

3(^j+ 3 ^i5)uj
jejVfv ''' 3 ( + 3 )= mm Uj.

что завершает доказатель-Полученное равенство противоречит (7)ство.
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Э к О II О М II к А

и [МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 31 Е Т О Д Ы

ОРГАНИЗАЦИЯ БИБЛИОТЕКИ ПРОГРАММ
И НЕКОТОРЫЕ ВОПРОСЫ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПАМЯТИ

КОМПИЛИРУЮЩЕЙ СИСТЕМОЙ

У. Л. Б О Р М А Н, о. К. Д А У Г А В Е Т, Д. В. И  Г О Л К И И А, II. В. К Л О К А Ч Е В,
В. К. ЛПИИС, Л. А. РУХОВЕЦ, С. А. ХОЗИОСКПИ

{Лештград, Рига)

Метод автоматизации программирования, известный под названием ме
тода библиотечных программ, заключается в следующем: по некоторой
информации о схеме программы автоматическая система «собирает» рабо
чую программу из готовых частей — библиотечных программ, автоматиче
ски распределяя память, связывая библиотечные программы и устанавли
вая их в памяти машины путем соответствующей переработки адресов мас
сивов программ. Исходя из этого, можно сформулировать следующую зада-

разработать систему формального описания программ, содержащую
хшнимум информации, необходимой для автоматических систем, исполь
зующих библиотеку программ. Система (правила) формального описания
программ, с одной стороны, определяет входной язык автоматичешшх сис
тем использующих библиотеку программ, а с другой стороны, опредсля
сами библиотечные программы, т. е. формальные ограничения на стру^-

чу:

туру программ.
При разработке принципов организации

следующих основных положений:
библиотека должна накладывать

туру библиотечной программы;
библиотека должна накладывать

библиотечными программами

библи

минимальпые

туру связей между

отеки мы исходили из

минимальные ограничения на струк-

ограничения на струк
внутри рабочей нро-

"Р'^^иотека дояжна допускать налипие в ““ "Р°;Р““‘д;;у“ГбоГпри
Другие библиотечные программы, как угодно „„ттользованпи библиотеч-
этом библиотека должна быть такова, чтобы пр библиотечных про¬
ной программы было не обязательно знать, из каких
грамм состоит дашая (рекурсивный првдин); ( задаче) должна

структура информации о библиотечной р Р „ программы необхо-
быть такова, чтобы для получения правильной ^ Для полу-
дпыо было задавать лишь °пределенньш _ . ^^мятп машины) про-
чения более экономной (относительно пспояьзовакпя па
граммы нужно задавать Дополнительную

принципы организации библиотеки Д достигаться
ершеиствования структуры библиотеки; это должно

ностыо введения новых в основном, возможность
При разработке библиотеки мы лр дм^а^^^ 1Шмпилирующего типа,

использования ее „„„д g первом разделе описывается струк-
Статья состоит из трех ^ Д рдзра^тывается система формального

втором-приводится

возможность со-
B03M0Hi-

в

тура
описания


