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1. ВВЕДЕНИЕ

В системах сетевого планирования и управления возникает ряд опти
мизационных задач. Многие из пих описаны в [1]. В настоящей статье
рассматривается задача нахождения календарного графика К, миними
зирующего длительность разработки Т{К) при заданном числе исполпи-
гелей некоторого подмножества работ (называемь[х ресурсными). Пр
дится общая схема алгоритмов сдвига А с

нво-
постояиным параметром

приоритета. Эти алгоритмы, именуемые обьпно эвристггческими проце
дурами, приводят за конечное число п[агов к некоторому календарному
графику К ~ К{А)^ который, вообще говоря, не совпадает с оптимальпым
графиком К. В некоторых специальных предположениях
подмножества ресурсных работ дается оценка похрешностп, возникающей
при замене Т (К) на Т{К). Прц этом устанавливается,

относительно

что для алгорит
мов сдвига с параметром приоритета «полный резерв» п «раннее начало
работы в обратной сети» оценка разности ' Г (i?) —Т{К) не зависит
размеров сети. При выборе второго из указанных параметров приоритета
эта оценка приводит непосредственно к результатам [2, стр. 78; 3]
лосителыю TOHiiocTii алгоритма сдвига в двух частных случаях. При
тюжепин мы пользуемся «языком работ» п торминологней работы [2].

от

от-
пз-

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОБОЗНАЧЕНИЯ

Пусть для выполнения некоторого подмножества В работ разработки
Р выделено к исполнителей*, причем для выполнения каждой из работ
Ь в В требуется точно один (безразлпчио, какой именно) из этих к испол
нителей. Если число работ Ь ^ В превосходит к, то календарный график,
составленный по ранним началам работ сети S{P), может оказаться не-
осуществп.мым. Это произойдет, если в какой-то момент времени по этому’
графику должно будет выполняться более к работ из В. В этой ситуации
возникает задача минимизации длительности Т{К) разработки Р по всем
календарным графикам К, совместим]>тм с ограничением на число испол-
иптелсй работ множества В. Очевидно, калщый календарный график К

миожества М копкур]1рующих календарных графиков задается некото
рым порядколМ на множестве работ Р (который должен быть согласован
с порядком в сети 8{Р)). Таким образом, сформулированная задача
ется задачей минимпзацшг функционала на конечном множестве М.

Введем обозначе1[пя для числовых характеристик сети 8{Р)
дарного графика К б М.

из

явля-

II кален-

* Например, к станков пли к неделимых бригад и т. д.
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Начальную п конечную .работу сети S{P) обозначим через а п со. Дли
тельность этих работ считаем равной пулю. Длительность любой работы
а^Р обозначим через d{a), раннпй срок ее начала — через i'{a), ее
полный резерв — через р(о) и, наконец, ранний срок ее начала .в-обрат
ной сети — через т(а). Календарный график, составленный по раыш1м
срокам t'{a), обозначим через К'. Если в сети S{P) существует путь, ве
дущий из работы а' в а", то будем писать a' d a". При этом через
Т{а', а") обозначим максимальную из длин путей, ^едущих из а' в а".
При этом салш работы а', а
на критического пути сети S {Р) есть Т (а, со).

Календарный график К б М, построенпьик для разработки Р при
мощи алгоритма Д, обозначим через К{А). Этот график определяется сро-

Да) работ а б Р. При этом Ди) = О, п длительность Т{^К)
разработки Р, проводимой по графику К, равна t (со).

Максимальная пз длителыюсте!! ресурсных работ Ъ^В обозначается
через d.

в дуть не включаются. Таким образом, длп-

по-

камн начала

3. ПРИВЕДЕНИЕ СЕТИ

сети S, свободным, если онНазовед! путь, соединяющий работы а', а г,\
содержит работ множества В. Приведенная сеть S{P,B) строится сле-

обозиачим полученное множество

не
дующи.м образом.

1. Прпсоедипим к В работы а, ы п
через В.

2. Для каждой пары работ а
Т{а',а"). Если все эти пути свободны, то прпсоедшшм ^
с = с.{а', а") длительности Т{а\ а"), проведя стрелки ш а в ^ ® '
Сеть, получепную после присоедппеипя всех таких работ, обо.зиачим через

6 В рассмотрим все пути длпны
к сетп S работу

//а

S{P).
i: Удаляем из сетп S{P) все работы (вместе со

дящпмп в них п вььходящпми из них), кроме работ из р
ных в предыдущем разделе. Получешшя сеть есть S{P, В). Множество
работ сети iS(P, В) назовем приведенной ^ р согласо-

Еслн календарный график К выполнения раоо р* р дз ^
ван с сетью S{P), то, очевидно, его часть, ‘^^«осящаяся к раоота,! дз
допускает расширение на приведенную разработку,
S(P, В) и сохраияющее срок начала работы « Если,
лендарпый грш1шк К выполнеиня работ пз S, оазработ-
S(P, В), то его можно расширить до кадспдарпого ^ работы
КНР, согласованного с сетью S(P) “ fn ^Се^^
m. Поэтому сформулированная в разделе 2 задача мь „а ,, jj, в (йр
нести разработки S(P) при ресурсных “ ̂ “рПазработки
равносильна задаче мишгапзацпи длительности приведенной разраооткн
при тех же ресурсных ограшгчепиях.

4. ОБЩИЙ АЛГОРИТЙ1 СДВИГА

Для приближенного построетшя оптимального календарного графика
применяются алгоритмы сдвига (см например, [1, гл. П]). Каждый ал-

характерпзуется выбором определенного числового пара-
параметром приоритета. Будем предполагать, что
определен как функция иа множестве ресурсных

горитм сдвига
метра р, называемого
параметр приоритета
работ

Р  р{ь) Ь^В,

математические методы, 57  Экономика и
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При «переполнении ресурса» откладываются (сдвигаются) начала ре
сурсных работ Ь с меньшим значением р{Ь). Дадим точное описание алго
ритма сдвига А.

1) Строим календарный график К<^ = К' разработки  Р по ранним сро'
кам начала работ без учета ресурсных ограничений. Минимальный из
ранних сроков начала ресурсных работ обозначаем через t\.

2) На 7*-м шаге алгоритма (; ^ 1) рассмотрим объединение Bj множе
ства Bj ресурсных работ, которые должны начаться по календарному
графику Kj в момент времени tj^ п множества ресурсных работ Ъ, которые
имеют по этому графику срок начала t{b) < tj и срок окончания t{b) -j-
А-d{b) ^ tj. Сравниваем число k(ij) работ множества Sj с к. Если

^ к, то переходим к п. 3, а если k[tj) к, то переходим к п. 4.
3) Упорядочиваем множество Bj по возрастанию параметра р и сдви

гаем сроки начала первых k{tj) —к работ на момент времепп

tj+i =.min {i{b) -\-d{b)).

4) Если не существует ресурсных работ со сроком начала i  ̂j в ка¬
лендарном графике Kj^ то полагаем Kj = К{А). В противном сл^шае обо-
зна^ем через tj^i > tj ближайший к tj срок начала ресурсной работы.

Ниже вместе с описанным общим алгоритмом А будут также рассмат
риваться алгоритмы СДВ1ГГОВ А\ и Ао, соответствующие специальному вы
бору параметра приоритета.

Алгоритм А\ соответствует параметру приоритета

р,(6) =7’(Ь,о)), Ьб 5.
Очевидно,

Pzib) = т(6), Ь вВ.

Алгоритм Аг соответствует параметру приоритета

ьвв.рг(6) =т(Ь) +й(6),

Отметим, что алгоритм Az совпадает с известным алгоритмом сдвигов
критерию «полный резерв» (см. [1]). Это след>-ет из соотношенияпо

Qj(b) (т(6) -\-d{b) +tj{b)),

Tj ^ ^i(^) полный резерв времени работы Ь,
разработки Р и ранний срок начала работы Ь

длительность
календарном графике Kj.

5. СЕТИ С НЕЗАВИСИМЫЕ РЕСУРСНЫМИ РАБОТАМИ

Класс сетей, в которых не существует пути между двумя любыми
ботами из В, обозначим через i?i. В этом разделе устанавливаются
точности приближенных решений рассматриваемой задачи
получаемых с помощью алгоритмов сдвига, для сетей S{P)^Ri. При
этом вместо сети S(P) мы можем анализировать приведенную сеть 5 (Р, 5),
которая в данном случае имеет следующую простую структуру: каждой
ресурсной работе Ь предшествует единственная работа ci = ci(a, Ь) дли
тельности d{c) — t'{b)\ и за 6 следует единственная работа Сг = сг(&, ш)
Длительности cZ(c2) =%{Ь).

Очевидно, имеет место следующее предложение.
Лемма 1. Пусть в календарном графике К{А) дл.ч сети S^Ri в неко

торый момент времени Г для какой-нибудь работы Ь  ^ В выполняется

ра¬
сценки

оптимизации,

со-
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отношение t{b) > t*. Если в момент времени t* заняты не все исполнители
ресурсных работ* или начинается работа 6*6 5, для которой р{Ь*) <С
<p{b),T0t'{b)

Работу а б Р назовем критической в если
г\

i(a) + d(a) + т(а) = Т (iiT).

Обозначим множество критических ресурсных_работ графика ^ (-4) че
рез В (X). Ясно, что если В {К) пусто, то К (Л) = Е.

Теорема 1. В календарном графике К = К{А) сети 5 6i?i для любой
критической работы 2? б существует множество Ёс^В такое, что

1 \

T{K) — T{K)<d-\-(^
(1)1  d{b)-\-x(B)—minx{b)к /

об в
^ Р(^). ЬвЁ.

Доказательство. Не ограничивая общности, будем считать
S приведенной относительно лшожествэ В. Если t{l)) = t (5), то К (Л)
— К, и теорема очевидна.

ДляЪеВ{К)

сеть

(2)г(5) +<г(5) +х(В)=т{К).
t* <C.i (Ь) — наибольшее значение t, при:  в момент

начинается
Пусть теперь i(&) > ^'(5) и .

котором в графике К [А) имеет место хотя бы одно из двух,
времени t заняты не все исполнители ресурсных работ _
некоторая работа Ь* ^ В с параметром приоритета р\Ь ) <i р\о) - с

^  г г одним из указанных

не

существует значений ^ <! i (5), обладающих
свойств, то положим = 0. ^ д 9^ iir\—t*'>d

Рассмотрим отдельно два случая; 1) t{o) —t ^ /y'
1) в силу леммы 1 имеем 1'(Ъ) > Г, г. е. t'(b) > t(b) ~ d шш

t{b)-t'(b)<d.

хотя

(3)

С другой стороны, очевидно
(4)

Т{К) ^

Из (2), (3) и (4) следует неравенство

Т{К) — Т{К) < d.

^  orтш В качестве Л ВЗЯТЬ одну работу
и, тем более, неравенство (1л если в ка . ттитопряттр L = (t* 4-

2) Рассмотрим «^^^ндарныи^^афп ^ А р ^

ptcypcib е рабоГ которые выполняются (хотя бы частично) в интервале
L. Для в"бо“ь б В 5меем г(6) > *' в силу леммы I {Ь) > t .

Очевидно, имеет место неравенство
d{t)

f-mint(fe) (5)Т{К)'^ +^“1- к
ьбвьбв

* Т. е. хотя бы один из этих исполнителей не занят выполнением работ из S в
некоторого промежутка времени, следующего за t*.течение

7*
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С другой, стороны,

J(ff)=r+d + Z-hd(5)+T(5),. ,  ; (б)
Из (5) и (6) следует

r(Z)— — minZ'(b)) + d + d(5)( 1 —у) +
ьбв

1
+ т(5) — mint(6) <С «Z’-f- ( 1 — —) -{- т(^) — тшт{6).кi)6B ьбв

Так как, кроме того, р(Ь) ^ р(5) прп 6 6 Л по построению Л, то
теорема доказана.

Из теоремы ! вытекает, в частности, следующее предложеште.
Теорема 2. Для календарного графика К — К{А), построенного с по

мощью произвольного алгоритма сдвигов А, имеет место оценка

Т{К)~ T{K)<Z (2 —4-1 d-|-maxT(&) —тшт(6).к /\ ьбвьбв

Из теоремы 1 можно получить точные оценки для календарных гра
фиков, построенных с помощью специальных алгоритмов сдвига А\ н А2.

Теорема Для К = К{Ах) имеет место оценка
1

Т{К)-Т{К) < {2-^)d ,

Доказательство следует из неравенства (1) прп помощи соотно¬
шений

тшх{Ь) = minр{Ь) ^ р{Ь) = х(В).
Ьбв ьбв

Теорезш 4, Для К = К{А2) имеет место оценка

Т(К) -~Т{К) < 2d.

Доказательство. При 66 Л из неравенства р{Ъ) ^ р(6) следует

т(6) 4-«Z(6) — d,х{Ъ) ^ х{Ъ) 4- d{b) — d{b)
так что

шшт:(Ь) ^ т:(6) -Ь d(b) d,
ьбв

Отсюда и из неравенства (1) вытекает теорема 4.

6. СЕТИ ТИПА ЛИНИИ СБОРКИ

Сеть S (Р) принадлежит классу Л_,
во-первых, работе из В предшествуют только работы из В пли начальная
работа а, во-вторых, за работой из В пепосредствеппо следует не более
одной работы пз В. Класс сетей Лг включает в себя деревья (линии сбор
ки) , рассмотренные в [3].

Для сетей из класса Лг имеет место следующее предложение, в спра
ведливости которого легко убедиться, обратившись  к определению алго
ритма А.

приведенной сети *S'(P, В)если в2i
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Лемма 2. Если в календарном графике К{А) сети S ^ для какой-
нибудь работы Ъ ^ В

(7)t(6) > max {t(a)-{’ d{a)),
а<.Ь

TO в интервале L = (О, i(5)) все исполнители ресурсных работ заняты и
все работы Ь, у которых i(&) <С t(B), имеют р(Ь) ^

Теорема 5. В календарном графике К = К{А) сети G существуют
критическая работа Ъ G В[К) (^В{К) ^{0) и мноо1сество В czB такие, что

d{b) (1~у) + т:(5)
(S)т{К)-Т{к) ^ — ттт(6),

ь^в
(9)р{Ь) ^ рФ), Ь 6 Л.

Доказательство. Рассмотрим для &о 6 Л {К) цепочку работ &о >
> bij> Ь2> . . . bh = такую, что

i{bi) = tibi+i) (10)

и либо^(S) = о, либо.
(11)i(5)>max (^(a) + ̂ ^(a))●

аСЬ

Ввиду (10) все работы цепочки лвлшотся критпческпш!.
В случае t{b) = 0 имеем К{А) = Лп теорема очевидна,
в елггае t\b) > max {«(а) + d(a)) отнесем к В вместе с Ь все ресурс-

а<Ь
ные работы, у которых t(b) <С ^(^). В силу леммы  2 в
= {0,i{b)) все исполнители ресурсных работ заняты. Это дает д.
оценку

d{d) (12)Р minT(&).T{K)^t{b)A к ь€в

Так как б ^ В (К), то
(13)

Т{К) = ^(5) +d(&) +т(&).

Из (12) и (13) получаем требуемую оценку (8)

T{K)~T{KXd(B)(^i~Y)
— тшт(Ь).

ьеЪ

Так как в силу леммы 2 р(Ь) ^ рФ) для 6 6 Д то теорема полностью

"“сформулируем предложоппя, апалогиппые теоремам ?-4, являющие-
ся следствием теоремы 5. onnrfmKa К = К{А), построенного с по-

Теорема 6. Для “леяйарноео t.eer место оце^а
л«ои^ь7о произвольного алгоритма сов ,

Т(К) - г (К) < d( 1 -1-) + max т(й) mm т(Ь).

Теорема 7. Для К = К(А{) имеет место оценка

T(K)-T(K)^di^i-^y
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Следствие 1. Если й{Ъ) = 1 для 6 бS -а. В = Р, то алгоритм Ai
дает оптимальное решение.

Этот результат получен в [3].
Следствие 2. Если к = 1, то Ау дает оптимальное решение.
В [2] в другой формулировке это утверждение приведено в упр. 40

(стр. 78).
Теорема 8. Для К = К (Л1) имеет место оценка

Т{К) —Т{К) < d

7. ТОЧНреТЬ ОЦЕНОК

Оценки, полученные в разделах 5 и 6 для алгоритмов А] и Лг, аепмп-
тотпчески точны. Докажем соответствующие утверждения для сетей из R

Теорема 9. Существует. последовательность Sn^R\, для которой ка-
ендарные графики (Ai) = Кп таковы, что

Т{Кг,)~Т{Кп)

1-

л

= 1lim .
Tl-'XO

d;

Доказательство. Рассмотрим сети Sn с одной п Toii: же тополо-
гпеи, пзображенной схематически на рисунке.

Работы из В\, Вч и Ъа — ресурсные, на рисунке онп заштрихованы.
Параметры сети — целые числа: d{b) = d„, если h^Bi, > 1;

d{b) = 1, если Ь 6 Вч] d{bo) ~ ri„;
c?((pi) =Tn, d{(p2) =T„-f 1, Tn>
^ Sdv, с^(ф) = i- Число элемен
тов в Bi равно к, в Вч равно dn-k.

Для Kn{Ai) = Кп легко полу-

— п

ЧИТЬ

Т {Кп) = dn dfi dn '^п ^

— 3(^п Н“ Тп.

Построим теперь календарный
график Кп, в котором от О до 1 все
к исполнителей не заняты, выпол

няется только нересурспая работа ф, от J до + 1 одни из исполнителей
выполняет работу Ъа, остальные исполнители выполняют работы из Вч\
после завершения работ из Вч выполняются работы из Bi. Имеем

(14)

d' 'iKn) 1 + + 1 ^“Ь ^ ● (15)

Из (14) II (15)

(16)T{Kn)-T{Kn)^d,

Из теоремы 3 и (16) получаем, устремляя dn к бесконечности вместе
с п, что

Т{Кп)-Т{Кп) = 1.lim

(’-т)
П-*<зо

d-,

* Напоминаем, что Тп больше d„.
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Теорема 10. Для любого к существует последовательность Sn 6
для которой календарные графики Kn{Az) = Кп таковы, что

Т{Кп)-Т{К„)
2d

Ит
11п-хо

сохраняется прежней (см.
если Ь б 5i и

Доказательство. Структура сетей S
рисунок), изменятся лишь параметры. Именно =d
11-62, dn > 1; d{bo) = 1; d(q)t) = -i-Tn — 1, = Тп + 1, Тп > Sdn]

п
п,

кроме того, |5i| = 1^21 = к.
Для Кп {Аг) = Кп

(17)Т{Кп) = dn + + 1 4- (с^п + Тп-1) -= 3dn + т„.

в календарном графике Кп от 0 до 1 все исполнители не заняты; от
1 ДО 2 один из исполнителей выполняет &о, после окончания которой
полняет работу пз В2, остальные исполнители выполняют работы дз Вг,
затем выполняются работы пз В\.

Т {Кп) = 14-14“ dn“l-l-|-Tn — 3“i-dn4"'^n-

вы-

(18)

Из (17) и (18)
(19)Т{Кп) -Т{Кп) ^2dn-S,

Вместе с оценкой из теоремы 4 это дает^ если устремить dn к беско
нечностп вместе с п:

Т{Кп)-Т{Кп) = 1.Иш
2dП

Утверждеидя, аналогичные теоремам 9 и 10, для сетей пз класса R2
способом; для построения последовательности Ь пполучаются таким же

следует удалить на рисунке работы Bi п ф, дальнепшие построения нов
торяются почти дословно. „ ..т.ооотт

в заключение автор благодарит И. М. Глазмана за помощь,
ную при иаппсаипи статьи.
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