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В. С. ТАНАЕВ

( Минск)

Появление многочисленных работ по формулировке отдельных лрак-
тпчески важных задач в терминах дискретного, в частности, целочпслен-

лннейного программирования потребовало разработки эффективных
алгоритмов их решений. В настоящее время мы располагаем алгоритма
ми, обладающими значительной универсальностью, такими, например, как
алгоритм Р. Гоморп решения задач целочислепыого линейного програм
мирования II различные его модификации, метод динамического програм
мирования Р. Беллманд, локальные методы оптимизации и др.

Определенный интерес представляет метод «ветвей п гранпц», предло
женный в различных варпантах для решения задач целочисленного
нейного и нелинейного программирования [1—4J, некоторых комбина
торных задач [5, 6], задач теории распнсанпи [7, 8]. В основу этого
метода положен общий принцип поиска минимального (максимального)
значения функции, заключающийся в построении такого покрытия об
ласти определения G функции конечным числом множеств Gi, G^, . . . , G
при котором значение оптимизируемой функции в некоторой точке об
ласти определения оказьпзастся не больше (не меньше) заранее вычис
ленных нижних (верхних) ограничителей значений функции па мно
жествах Gi, G2, . . ., Gs.

Объем вычислении, необходимых для построения такого покрытия,
в значительной степени зависит от оптимизируемой функции, метода
расчета ее ограничителей, принципа построения множеств G,- и, как пра
вило, превышает возможности современной вычислительной техники.
Тем не менее этим
ных

кого

лп-

методом оказалось возможным решить ряд дискрет-
задач сравнительно большого размера.

Мы рассмотрим одно из возможных направлений применения указан
ного принципа при решении задач целочисленного линейного программи
рования. Характерной особенностью предлагаемого варианта метода
вей II границ» является использование в качестве множеств, покрываю
щих многогранник допустимых решений задачи, целочисленных
гранников относительно произвольной конфигурации, что во многих слу
чаях значительно упрощает процесс поиска оптимального решения (и. 1°).
Этот прием, в частности, позволяет получить целочпслепное решение
транспортной задачи с дополнительными ограничениями достаточно об
щего^ вида в результате решения ряда обычных транспортных задач
(п. 2°). К сожалению, заранее оценить число (и, следовательно, размер)
этих задач не представляется возможным, а результаты решения несколь
ких конкретных комбинаторных задач (и. 3*^) носят скорее иллюстратив-

«вет-

много-
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иый характер п не позволяют сделать сколь-нибудь обоснованных выво
дов относительно эффективности предлагаемого метода.

1°. Обозначая через А матрпцу размером т X п, X п  Ь — вектор-столб
цы с ?г п /?г компонентамп соответственно, с — вектор-строку с ?i компо
нентами, задачу целочисленного линейного программирования можно
заппсать в виде

(1)сХ max,
(2) -
(3)

и компоненты вектора X принимают целочисленные
● Будем предполагать, что эта задача имеет конечное решение

точка ;^опт принадлежит некоторому целочисленному многограннику
L= {Х\А'Х<1В' Х^О) причем матрица А (т X п) обладает своист-
вом у.шмодумрностп [9]. Для построения L достатонно расширить со-
ответствующпм образом допустимую область (2) (3) до выпуклой
оболочки целочисленных точек так, чтобы эта оболочка охватывала до
пустимую область илп ее часть, содержащую точку гтопсп’г
н^ольку при решении большинства прак;т1гчески важных задач
ны гранщы изменения каждой переменной, в качестве  L можно псполь-
.зовать соответствующий гиперпараллелепипед.

Обозначим через 6" - множество целочнслеппых
(2) (рис. !,«)●

значения.
■^i-ОПТ и

. в частности,опт

точек X в L, удов¬

летворяющих условию

б^3
а:.

X,

Рпс. 1

нахождении такого покрытия множе-
G, G2, -- -,Gs, чтобы значение фуик-

меное верхних ограппчп-
Gi, 6^2, .... Оз. В качестве

множества, получаемые
- ограничений вида

число (рпс. 1,6).

в
Задача, очевидно, заключается

ства G конечным числом мно>ке не
цпи сХ в некоторой точке Л t с.
телей значений эхой
—

Xj < Tj или Xj > rj, где о Ц рвения требуемого покрытия миоже
Для определения точки ^ янгоцптмом.

ства G воспользуемся ^ Если /EW < Ь, то Хо’ - решение за-
Пусть сХо* = I , r*TTV4ae царушаются некоторые (или все)

дачи (1) —(3). В противном АиХо* > bt,. Обозначим =
условия (2). Выбе^м од , 7-,^ = тах[жь, — sign(«;,h,), 0].

= {ZlsigH^M..)-*. < L n G,
Очевидно, G S ^

, ^'1' найти верхние ограничители значений функ-
Gh^, достаточно решить 5} задач = iia множествах
= к[\ . . ■ , Найдем шах = сХ,,Ч

1 ^ s ^ St,.

at,k,
цпи

: {cX|XeG„,‘},= max
сХ
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Обозначим Xi* = X^^^. На этом заканчивается первый шаг итерационно
го процесса.

Пусть Xi* — точка, полученная иа г-м шаге. Если АХ{' ^ Ь, то Xi* —
искомое решение задачи (1) — (3). В противном случае, повторяя опи
санные рассуждения, приходим к покрытию множества  G множествами

п  Ij при / i. Верхние огра
ничители значений функции cXj на этих множествах равны соответствен
но = тах{сХ[Х б }. Пусть наибольший из этих ограничителен

= v,. . ., kj^i

cXPi+i . Обозначим X,-ii +l   XPi+\ .
Pi+ip

<+i

Множества G^. получаются из множества L путем наложения допол
нительных ограничений вида xi ^ ri или xi Исключая возможность
последовательного наложения противоречивых ограничений указанного
вида (что не
ло шагов найдем значение Х = Х.^/', удовлетворяшп];ее условию (2). По
скольку значение функции сХ в точке Хц’’ не меньше верхних ограничи
телей

ного

представляет особых затруднений)., мы через конечное чпс-

^значенпй этой функции на миожествах, покрыва10ш;1гх множество
; —искомое решение задачи (1) —(3). Целочисленность получен-
рошеипя гарантирует использование наиболее употребительных ме

тодов линейного программирования при вычислении верхних ограничи
телей значений линейной функщш па целочисленных многогранниках.
Объем вычислений, очевидно, не превосходит объема вычислении, необ
ходимых для полного перебора целочисленных точек множества Д
ряде случаев оказывается сравнительно небольшим.

Отметим, что в

II в

случае, когда в (2) включены условия вида At X=.ht .

и на гЧм шаге описанного птерацпоиного процесса At^XC а, Вt.,
нее неравенство следует умножить на (—1).

2°. Среди задач целочисленного линейного программирования сугцест-
вуют задачи, представляющие значительный практический интерес, для
которых область L фактически определяется некоторыми из ограничений
(2). Показательной

послед-

в этом отношении является транспортная задача

2 ^ij (4)mm.
г, 3

2 ; (5) = <2,-г ,
5

2 (б)
i

(7)
с дополнительными ограничениями

^ ел. (8)
д

И требованием целочисленности решения. Здесь dij^ равно О или 1, at, hj,
6k — целые числа.
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Чтобы наига целочисленное решение этой задачи,.можно непосредствен
но использовать описанный алгоритм, поскольку искомая точка Хоат ле
жит на поверхности ьшогогранника (5) — (7). Оптимальное решение при
этом получаем в результате решения ряда обычных транспортных задач.
Действительно [10, И], решение транспортной задачи с матрицей усло
вий А п дополнительными ограничеипямп ^ = Ij 2,

равносильно решению транспортной задачи, матрица условий которой со
держит, вообще говоря, s дополнительных столбцов элементы которых
равны элементам соответствующих столбцов ji за исключением с, оо,
Ij ̂ = ?'i by~bj^ — ri.

Алгоритм решения общей задачи целочисленного линейного програм-
лшровапия в данном случае принимает следующий вид. ^

Решая задачу (4) — (7), находим значения Xij = Если Xij^ удовлет
воряют (8), то Xif — искомое решение. Выбирая в противном случае одно

условий (8) 2 di-xi3° > etj, решаем si транспортных задач (4) — (7)

п

из

г,з
— 1,0) где /q =

■с дополнительным ограничением

■соответствующие наименьшему
зпруемой функции, удовлетворяют
комое решение. В случае нарушения хотя бы одного „„т/л-глсг
санпые операцпп повторяются, причем на каждом шаге
лишь те значения оптимизируемой функции, соответствующие матрицы
условий которых не подвергались изменению до Данного шага включи
тельно. Дополнительные ограничения, наложенные на задачу (-^)- (7) на
предыдущих шагах итерационного процесса, сохраняются на последу-

— остальные dij^’ = 0. Если значения X(j — хц^,
оптими-

Xij^ ~~ ПС“

ИЗ условий (8) опи-

найденных Si значении
условиям (8), то

из

ющпх.
В оезультате через конечное число шагов найдем значенпя — Xif,io рсзулысис iepod следовательно, являющиеся решениемудовлетворяющие условиям (.oj в, ыюд » /с\ /о\

задачи (4) -?8) либо убедимся в противоречивости системы (5)-(8).
QO рассмотрим решение следующей комбинатор-
3 . в качестве связный псевдоспмметрпческий граф с

“Тбозниа"1через^г-™лин“^^^^ /). 1 ^ U < «,„эту задачу нетруд
но “ормуГровать в-терминах целочпсяенного лнненного нрограммпро-
ванпя [12]

2
2

3

2 ̂ 3^

г. J
(Э)тш,

(10)

(И)

(12)
Ж” множества (1, 2, . .. , w}, содержащего

Для каждого подмножества
1 ^ А: < [77 /2] элементов:

2  ̂ ^г-1. (13)
геМг, is М
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Здесь Xij означает число дуг, выходящих из вершины i и входящих
в вершину 7, и, следовательно, может принимать лишь целочпслетсиые зна
чения.

Хотя размер задачи (9) — (13) моншо существенно уменьшить [13], вве
дя дополнительные переменные yij ^ 0, удовлетяворяющпе условиям

(14)
и заменив ограничения (13) ограничениями

2 (^»i о <
1

С /с = const ^ —, (15)п

тем не менее уже при п = 20 приходилг к задаче смешанного линейного
программирования с 780 неремеяными и 439 ограничениями (оез учета
ограничений хц ^ 0 и i/ij ^ 0).

1

Отметим, что приведенную задачу можно свести к задаче коммивояже

ра размером = 2 (что собой преобразование задачи.повлечет за

(9)-(13) задачу линейного программирования с булевыми перемеины-
мн) и воспользоваться известными методами решения последней, если
сравнительно небольшое число (порядка 30). Однако этот прием не при
водит к цели, если N^n.

Из 20 конкретных задач (п ^ 25, N — произвольное), решенных опи
санным в п. 2° методом, лишь одна потребовала решения более чем п тран
спортных задач. Значения Uj и п этой задачи приведены в таблице. Граф,
полученный в результате решения задачи (9)—U^) при этих данных, изо
бражен на рис. 2. Суммарная длина дуг графа равна 4102.

в
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Оптимальное решение получено при наложении на задачу (9) — (12)
дополнительных ограничений хгс, го = О, Xi5^ 15 ^ 2, хц, е ^ 2, х\2, is ^ 2--
Искомый граф изображен на рис. 3. Длина эйлерова контура равна 4451^

На каждом шаге алгоритма из ограничении (13), которым не удовлет
воряет полученное на предыдущем шаге решение, выбиралось ограничение
с наименьшим числом отличных от нуля коэффициентов. Не исключена
возможность иного принципа выбора соответствующего ограничения. За
висимость объема вычислений от принципа выбора ограничения на каж
дом шаге алгоритма требует дополнительного исследования.

Автор благодарен Л. А. Славиной и Д. Н. Кравчуку за участие в прове
дении машинного эксперимента.
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ЭКОНОМ UKA

II МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ

ОБ ОДНО!! ЗАДАЧЕ ОПТИМАЛЬНОГО ПЛАНИРОВАНИЯ
В УСЛОВИЯХ НЕОПРЕДЕЛЕННОСТИ

А. И. ВЕРЕСКОВ

(Москва)

1. Двухэтапная постановка стохастической задачи линейного про
в книге [1]. Приведем здесьграмлшрования подробно рассматривается

формулировку двухэтапной задачи, ограничиваясь случаем дискретного рас
пределения случайных параметров.

Найти вектор удовлетворяющий условиям
(Ах — d 1)

п требованию, чтобы при любом векторе Ы (из заданного множества
ченпй случайного вектора Ь) задача

Вх-\-Су* = Ь^, у'^0, (/, уО

имела решение. Таким образом, векторы у‘ вводятся для того, ком¬
пенсировать невязку между н Ь , а велшшна (/, у ) представ
штраф за перестройку у'. Критерием для выбора вектора а: является тре-.
боваине минимальности ожидаемых затрат

зна-.

(2)^ пил

у

) + 3 (ЛуО!
у

Ш1Л.
(с,х

i=i

лл- ^ ^ т,о«тпны С d f фиксированы; известны также зна-.
Матрицы Л, 5, 6 ^ Е ’ соответствующие^ им вероятности pt^

чения случайного вектора о и ^ j

В работ© [2] описан
ющийся тем, что матрица

частный случай двухэтапной задачи, характеризу-
С= (£,—Е). Условия (2) принимают впд .

(3)

накладывают ограничений на выбор векто-не
Ясно, что так^ условм^_^^^. оказывается допустимым,

ра X. всякпи х^О, (1) и (3) была названа «полной» за-
В связи с этим отмечается в [2], существуют и другие
дачей [complete естественно относить к классу «полных».

на™Гщ1ТрТб’отГрассматривае1ся двухзтапная задача,  у которой
условия (2) имеют вид

[xA-u^ — v^)
(4)

Нетрудно -Д;- ™ ГГм™^:с™в“№<я'‘1"в том случае, если кажди» «г о
Н0 ПУСТО В случае несовместности хотя бы одной из групп угловпи
^<2 = ^ О вся задача планами не обладает.

Ниже излагается возможный экономический смысл задачи и описыва-.
решения, использующий специфику ограничений (4).

2>0}, i = l, ..., iV

ется метод ее


