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времени. Набор параллельно работающих устройств зависит от текущего
потока заявок от выполняемых программ п поведения потребителей, по
дающих на вход системы свои псходные данные. Поток заявок на устрой
ства регулируется специальной управляющей программой (супервайзе
ром). Супервайзор должен содержать блок, проверяющий перед каждым
предполагаемым включением одного или нескольких новых устройств, бу
дут ли при намеченном составе Г выполняться условия (20) л условия
типа (21). Если какие-либо из этих условий не выполняются, то супер-
Baiisop откладывает выполпение заявок, вызывающих расширенпе соста
ва Г, до момента, когда одно пли несколько устройств из Г выключаются
(вследствие, например, окончания работы над очередным заказом). В этот
момент следует снова при помощи условий (20) и условий типа (21) про
верить, какими устройствами можно «догрузить» Г.

2°. Пусть система предназначена для обработки данных, характери
зуемой устойчивыми значениями и Такой характер обработки дан
ных дает возмоячность включить в постоянную параллельную работу не
которую группу внешних устройств Г и ЦУ. Возникает вопрос о наилуч
шем комплектовании Г. Можно, например, выбирать Г так, чтобы доста
вить максимум количеству единиц информации, перерабатываемой спсте-

единпцу времени. Другими словами, надо найти целые неотрица
тельные yj, / = 1, 2, . . . , т, дающие линейной форме

мои за

m

i = S hVi (22)
3=1

максимальное значение при ограничениях (20) и (21) ”. Для того чтобы
свести поставленную задачу к задаче линейного целочисленного програм
мирования, надо еще несколько видоизменить условия (20). В первона
чальной формулировке они иелггаейны, так как должны выполняться
только для индексов /, удовлетворяющих неравенству yj ^ 1. Для «линеа
ризации» условий (20) введем т групп вспомогательных целочисленных
переменных Zj, oji, Oj2, cTj(iy-i); / = 1, 2, . . ., m, удовлетворяющих
ограничениям;

(23)
Vi~ — + CTjt + . . . +

/ = 1,2,. .

Нетрудно видеть, что если yj = 0, то Zj = 1, а если ji j > 0, то Zj — 0.
Определим Mj формулами

/с = 1, 2, ..т\● 5

т

Mj — / = 1, 2,. .., m.s,
s=j

Ограшгчения (20) эквивалентны линейным неравенствам

где М — диагональная матрица с элементами Mj на главной диагонали,
К — треугольная матрица с элементами kjq, у = 1, 2, . . ., т; j ^ д ^ т,
:а. р ж Z — векторы с колшоненталш pj и Zj. Решехше (22) дает оптимальное
распределение исходной информации по типам носителей.

Mz + р ^ Ку, (24)

Поступила в редакцию
12 V 1967

* Можно включить в рассмотрение еще и другие ограничения, например, ограни-
чопия на стоимость Г. Ничего нового в постановку задачи эти ограничения не вносят.
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1. О nOCTAHOBIUX ЗАДАЧ СТОХАСТИЧЕСКОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Исходная ш1форл1ация для плашхрованпя, проектирования и управле
ния в экономике, технике и военном деле, как правило, недостаточно до
стоверна. Планпрованпе производства обычно производится в условиях не
полной информации об обстановке, в которой будет выполняться план и
реализовываться произведенная продукция. Работа автоматических уст
ройств сопровождается непредвиденными слу^гайными помехами, статисти
ческие закономерности которых пе всегда могут быть определениях и учтены
при вычцслеипи управляющих воздействий. Еще сложней обстоит дело
в воешхых задачах, где полшмо естественного недостатка информации воз-

дезхшформации. Как правило, эффективная страте
гия дезинформации является смешанной стратегией, организуемой при по-

статистхгческие характеристики которых

нпкает и возможность

мощи случа1шьтх механизмов
удовлетворяют определенным закономерностям.

Таким образом, в моделях математического программирования, к иссле
дованию которых сводятся задачи планирования, проектирования и управ
ления, отдельные или все параметры (или характеристики) показателя
качества и огранхпенпй могут оказаться неопределенными или случайны
ми. В одних случаях опыт, статистика и исследование процессов, опреде
ляющих изменение псходпых данных и формирующих условия, в которых
реализуется план, проект пли система управления, позволяют устанавли
вать те или иные вероятностные характеристики параметров задач. В дру
гих случаях нет оснований для каких бы то ни было суждений о статисти
ческих особенностях явлений, способных изменить предполагаехмые значе-

И те и другие ситуации являются
стохастического программиро-

1ШЯ параметров условий задачи,
предметом исследования так называемого
вания.

Стохастхгческиы программированием называют раздел математического
программирования, изучающий методы решения условных экстремальных
задач при неполной 1шформацш1.

В стохастическом программировании больше, чем в других разделах
математшхеского программирования, значительные трудности подстерегают
исследователя не только (а может быть и не столько) при разработке ме
тодов решения задач, но и при постановке задач, в которых необходимо
отразить подчас довольно тонкие ситуации планирования и управления
в условиях риска и неопределенности.

Естественный, на первый взгляд, путь анализа задач стохастического
программирования — замена случайных параметров их средпими значения
ми и вычисление оптимальных планов полученных таким образом детер-
м1шированных задач — далеко не всегда приводит к приемлемому реше
нию. Отсюда необходимость в разработке моделей планирования, проекти-
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рованпя п управления в условиях неполной информации и методов, позво
ляющих их исследовать.

Первые работы по стохастическому программировапию прппадлежат,.
по-впдимому, Дж. Данцигу и А. Мадапскому [1,2]. Некоторое продвиже
ние в постановке и решении стохастических экстремальных задач намети
лось главным образом в стохастическом линейном программировании.  Об
зор работ по стохастическому программированию имеется в [3, стр. 399—
437].

Рассмотрим задачу л1шейного программирования
max.L = CX (1)

(2)

(3)
В общем случае составляющие вектора С Л1И[ейной формы, элементы

матрицы условий А и компоненты вектора ограничений Ь могут быть слу-
величхшамп. При этом характеристики распределения случайных
могут быть заданы (случай риска) или неизвестны (случай не

определенности). Чтобы рассмотреть задачу (1) — (3) как задачу стохасти
ческого программировавля, необходимо определить, что следует понимать
под ее планом и решением. Различные постановки задач стохастического
программирования отличаются показателем качества решения и определе
нием понятия плана задачи.

Рассматриваются следующие показатели качества решения задач сто
хастического программирования:

а) математштеское
б) математическое
в) вероятность

ного порога;
ттп порога, которую линейная форма доллша превзойти с за
данной вероятностью; ч i лл

олищание так или иначе определенной функции по
лезности линейной формы.

стохаТтшг7г-кп?^^°^'^^ ра^ичньте подходы к определению понятия плана
может ^ задачи стохастического программирования
Tf.n Пт^ детерминированный вектор и как случайный век-
пЛ'п Дбтерминпровапных параметрах управления рассматриваются

задачи стохастического программирования. Б одпо-
t  >х задачах под планами понимают лишь векторы X, которые удов

летворяют ограничениям при всех матрицах А п векторах 6, отвечающих
возможным состояниям природы (реализациям слухшя).

Ьолее гпокимп являются постановки двухэтапных задач стохастическо
го програМдМпроваппя, в которых процесс решения разбивается на два эта
на. На первом этапе выбирается пекоторый иеотрицательпый вектор X, не
оязательно удовлетворяющий всем условиям задачи при всевозмолшьтх

реализациях матрицы А и вектора Ь (т. е. при всех возмол^ных состояния.х
природы). Затем фиксируется реализация слу^шйной матрицы А и случай-
юго вектора^ бив зависимости от невязки АХ — Ь вводится неотрпцатель-
1ЫИ вектор I, корректирующий принятое решение. Двухэтапные задачи
тохастического лппснного программирования сводятся к детерминирован

ным задачам выпуклого программированпя. При конечном числе реализа-
ции вскто])а Ь для решения двухэтапной стохастической задачи могут быть
пспользованы принципы блочного

В ряде работ

чайными
величин

ожидание величины линейной формы;
олнгдание квадрата линейной формы;

превышения линейной формой некоторого флксироваи-

линеиного программированпя.
под планом задачи стохастического программированпя

понимают вектор X (детерминироваппый или случайный, в зависпмости от

А
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принято!! постановки задачи), который удовлетворяет условию

Р{ЛХ^ Ь) ^1 — 8,

где P{S) —вероятность реализации события S.
В постановках стохастшхеских задач, в которых искомый вектор X —

случайный вектор, решение обьишо определяется в форме Х= Ф{А, Ь, С),
где Ф — заданная вектор-функция. Некоторые подобные постановки задач
сводятся к зада^гам выпуклого программирования (см., например, работы
Чарнеса и Купера [4] и Катаока [5]).

Естественно, что чем шире множество, из которого выбираются допу
стимые планы, тем на больший эффект от решения задачи можно рассчи-

стохастический план (смешан-тывать. Поэтому во всех задачах, в которых
пая стратегия) имеет физический смысл и может быть реализован, целе
сообразно предполагать псколште параметры управления сл^^аинылт и
определять их зависимость от параметров (случайных и детерминирован
ных) условий задачи. Априорное предположение о том, что план представ
лявт собой некоторую фуыщшо ш заранее заданного класса (например,
Л1шейную, как в Г41) от параметров условии задачи,
пз физического содержания задачи п является, вообще ^
вающнм допущением. Подобные
тому, что они упрощают формальный анализ поиска параметров
■стохастические задачи к детерминированным зад
определяющих функцию Ф.

Ниже рассматршзаются методы анализа ттпртгиплагается

стического программирования, в априорным соотношением
хастпческим, не связанным прп^этм функциональные
с параметрами условии задачи. Полз'чающ ^-ри чаианее а опреде-
завпснмостпвидаХ = Ф(4.Ь.С) не предполагаются заранее, а о р д
ЛЯ10ТСЯ в результате решения задачи.

вытекает

класса задач выпуклого стоха
сто-

ГИЛЬБЕРТОВОМ ПРОСТР^ШеТВЕВ

В известных работах по стохастическому Р Р ^^^^^ских вероятност-
●функция и ограничения задачи заппсываютс «д^^гавляет интерес ре-
пых понятиях и терминах. В тех случаях, делесообразно искать
шеиие задачи в смешанных стратегиях, задачи в классичс-
оптимальпый план в виде случа1ШОго ве! Р ’ ‘ сложной для ана-
ских терминах становится мало др своей структуре вьшук-

лива. Это относится н к «Р“™;““^Ш1рояания, =

гГдо"^^^^ = стохастняеском
лым задачам стохастического
ограничения которых входят

это не последняя причхгаа
ирограммироваппи. .^ттуг^рние

Представляется, что известное °Р ^ ^ дх решения
стического программирования и в - .рррмпиах фунхщиональпых про-
эаиисывая стохастические задачи крайней мерс, те конструктивные

: анализе, программирования,
Этому вопросу посвящены

постановках задач стоха-
можно ПОЛЗ'ЧПТЬ,

в

страпств и используя для их
бесконечномерные аналоги ..^г^тлпы
которые к настоящему нремепн разработаны
последующие разделы потребуются понятия вероятностного

Для доследующего ^зло? гильбертова пространства случайных
пространства и построенного н
величин.
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В 1933 г. А. Н. Колмогоров [6] предложил аксиоматику теории вероят
ностей, в которой ои определил слу^гайные события как множества и заме
нил теоретико-вероятностную терлганологпю теоретико-множественной.

Пусть Q — множество элементов, которые будем называть элементар
ными событпя^ш, Q. F — лгаожество подмножеств А из Q. Назовем элемен
ты А множества F слуяайнымп событиями. Сумма, пересечение и разност1>
элементов множества F принадлежат ьгаожеству F. Каждому множеству Л
пз F приводится в соответствие неотрицательное действительное число

называемое вероятностью случайного события Л. При этом
P(Q) = 1, п если А и 5 не пересекаются, то Р{А -|- 5) = Р(А) Р{Щ-
Множество F называется сг-алгеброй. Если F содержит бесконечное число
событий, то для каждой убывающей последовательности Ai=>A2^. . .

со

. . . ID Ап , такой, что пересечение П Aj = О, имеет место равенство

Ит Р(Ап) = 0. Вероятность Р{А) является на F вполне аддитивной функ

цией множеств. Множество Q, сг-алгебра F и вероятностная мера Р опреде
ляют вероятностное пространство (Q, F, Р).

Будем рассматрпвать случайные величины как функции на вероятност
ном пространстве. Случайная вели^шна х — это функция, отображающая
множество Q на числовую ось (—оо, оо), так что прообразы всех борелев-
ских множеств на числовой оси являются случайными событиями.

Сл^'чайной функцией называется
сящее от одного или нескольких параметров. Конечное семейство опреде
ляет слу^тайнын вектор, счетное — случайную последовательность. Инте
грал Лебега J zP{dQ) называется математическим ожиданием случайной

величины X и обозначается через М{х) или Интеграл  f (х — х) {у — у) ■

Р(А),

семейство случайных величин, зави-

л
■P{dQ) называется корреляционным
п обозначается через к

моментом случайных величин х и. у

Интеграл^ {x~x)^P{dQ) называется диспер-
сней случайной величины х и обозначается через D{x) или (Ух^-

Рассмотрим на вероятностном пространстве {Q,F,P) функции, припад-
лежагцие L2 — пространству функций о интегрируемым квадратом. Соот
ветствующие случайные величины имеют ограниченную дисперсию (и ну-
^вое математическое ожидание). Они образуют гильбертово прострапство
По. Хпльбертово пространство Hi — декартово произведение Но я числовой
оси — представляет собой гильбертово пространство случайных величин
с огранлчепноы дисперсией и произвольным математическим ожиданием.
Скалярное произведение {х, у) в Но совпадает с корреляционным моментом этих величии

ху-

{х,у) = М{ху) = к
Скалярное произведение в Hi равно

(х, у) = к^у ху.
^Норма \\х\\ в Но совпадает со среднеквадратическим значением Сх слу

чайной вели^1ины X. В Hi квадрат нормы равен сумме дисперсии и квадра
та математического ожидания случайной величины Ца;[|2 = егх^ +

Пусть X = {xj} — система п случайных величин с ограниченной дис-’
перепей II произвольным математ1гческим ожиданием. Обозначим через Н'^
определяемое случайным вектором X гильбертово пространство. Скалярное
произведение в

ху-

(Х,У)= (xuVi).
i=l

А
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Запись Ашогих задач стохастического программирования в терминах
гильбертова пространства //” более прозрачна, чем  в первичных вероят
ностных терминах. Многие естественные для стохастических задач целе
вые функции оказываются лпиейпымп 'Пли выпуклыми функционалами
в Я”. Различные ограничения, используемые в разных постановках задач
стохастического программирования, высекают в Я” выпуклые множества.
Тахшм образом, лшогие задачи стохастического программирования могут
рассматриваться как задачи выпуклого программирования в гильбертовом
пространстве Я”.

Математшхеское ожидание линейной формы — лхгнейный функционал

Ь = М{СХ) = {С,Х),

Дисперсия линейной формы — выпуклый вниз функционал в Я"

и (СХ) = {СХ — СХ,СХ — СХ).

в Я«

Задача стохастшхеского программирования вида
niin,М{СоХУ + М{СХ)-^ (4)

М{АХ)
M{CuXY-dk^^0

{Cq, с, Cft — тг-мерные случайные векторы, А матрица т X п со случай
ными элементами, Ь — тг-мерный детерминированный вектор, k
пированные постоянные) представляет собой пример
дрограммпрованпя в гильбертовом пространстве. Чтобы гар ^ кпмпо
чествование M(C„XV, к = 0, следует потребовать ™бь1^шо-
центы случайных векторов Ck были почти наверное огра

™’можио указать задали управления в условиях
которые могут быть записаны в виде следуючеи задали квадратичного
стохастического программирования.

М(СоХу + А1(СоХ)

(5)
(6)=  .. .,s

ве-

(7)-5^ тш.
(8)fc = 1,2, . ..,т.

Ч МРТПЛ ВОЗМОЖШ.1Х НАПРАВЛЕШт в ЗАДАЧАХ
СТОХАСТИЧЕСКОГО ПРОГРАММРОВЛШШ

1. Для решения задач стохастического ирогра»^

(6) или (7) —(8) может дространсгве. Наиболее конструк-
лого программирования в ^ задагг математического программи-
тнвным из численных методов реше ^ настоящее время является,
рования в функциональных .„„ii обобщенный и обоснованный
по-впдимому, метод возможных ° v задач.

[7] для решения бссконечномерпьхх^^^^У^^^^^^^^^^^  и упрощениями,
Приведем этот алгоритм с и v его применения для реше-

предложенпымп в [9], и звания,
шш задач стохастического "Р®^Р^“ даммпроваппя

Запишем задачу выпуклого пр Р

в

в Я" в виде

(9)/от шш,

fi(X) <0, i = 1,2, (10)
 выпуклые вниз функционалы точки/о п i=l,2, . . . ,m

х= {х^},"6Я".
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Для решения задачи предлагается сходящийся итеративный метод. На
каждом шаге метода решается конечномерная задача квадратичного про
граммирования для выбора возможного направления, вдоль которого мож-
но улучшить значение целевого функционала fo{X),  и выбирается рацио
нальная велшшна шага. В алгоритме используется «anti-zigzaging»-
прием, исключающий «заедание» вычислительного процесса и обеспечиваю
щий точность вычислений. Предлагаемый метод представляет собой естест
венное обобщение метода возможных паправ.ленин, разработанного
для решения задач линейного и выпуклого программирования.

Решение задачи начинается с определения некоторого исходного век
тора Xq, удовлетворяющего условиям (10),—начального плана Xq. Выбе
рем некоторое достаточно малое число 6i > 0 и определим множество ин
дексов te 1 = I{Xq; 6i) — номеров функционалов fi{X), которые па плане
Хо обращаются в нуль пли отличаются от нуля не более, чем на 6i.

[8]

I = 1{Хо] б,) = {гб7| - 6i < fi{Xo) < 0}.

Чтобы улучшить план Xq, спустимся из точки Хо в некотором направ-
лешш 6 Н’^. Направ.ление должно вести внутрь области, определяе
мой ограничениями (10), и вдоль него fo{X) должен убывать. Следователь
но, вдоль направления производные

d
fifXo -j- i2<^))

ieriXo; 6i) =7(Zo; 60U{0}
должны быть отрицательными. Из всех направлений, удовлетворяющих
этому свойству, естественно выбрать то, для которого наименьшая скорость
убывания функционалов fi (X), i G Г {Xq\ 6i) , была бы наибольшей. Это зна
чит, что вдоль направления спуска следует максимизировать

min
iej'(Xo; 6,)

= (V/f(Xo),2(«),t=0dt

(V/i(Xo),2W| .

Учитывая
что щ<алярные произведения {Vfi, 26)) отрицательны, сле

дует подчинить выбор направлепия требованию чтобы наибольшая из
велхшин (V/i (Xq) , 2^^)), i б 7^ (Хо; 6i). была бы возможно лгеныпеп.

Используя естественную для метода возможных направлений нормали
зацию |[2|| ^ 1 (чтобы ограничить область определения вектора сво
дим выоор возможного направления к задаче

(V/i(Xo), 2<^>) = min (11)(V/x(Xo),2).max
i6lTXo;fi,) ■

В задаче (И) играет роль только проекция вектора  2 на подпространст
во, натянутое на векторы Vfi{Xo). Поэтому вдоль направлепия паискорей-
шего спуска

max
11211=^1 гб7'(Хо;б,)

2 ьуихо) (12)2 =

ге/'(Хо; б,)

задача о выборе возможного направления 2^^^ сводится к отысканию
нечпоморпого вектора g, обеспечивающего

и ко-

3  {Vh{X,),Vfj{Xo))b-mm
jlrl|>«l iei'(Xo;6,)

max

Обозначим скалярное произведение

(VfiiXo), Vfi(Xo))
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через hij. Тогда вспомогательная задача о выборе направления спуска мо
жет быть записана в следующем виде: требуется мшшмпзировать линей
ную форму

(13)L =
при условиях

(14)<1, ier{Xo;6i),1]ЪЗ

jei'iXc; б|)

S  ̂ iV/i(Xo)| <1 (15)
iei'(Xoi б.)

Условие (15) может быть переписано в виде
(16)S

ijGl'(Xo; 6j)

Задача квадратичного программирования (13) (15)
дующей задаче с I^вaдpaтичным показателем качества и простыми линей
ными условиями [9];

и =

эхшивалентна сле

(17)2S  ?iV/i(Xo) тШ;

-

i,3&i'{x^\ 60i€/'(A'o; 60

S' = 1 (IS)
6i)

(19)i6/'(^o;6i).

нскорейшего спуска определяется формулойПри этом направление на

3 d‘’v/.-№).2(0 = —
ге/'(Хо; 60

где W ~ компоненты отпттмальпого плана задета 0 ^
Обозначим min и при условиях вместиться вдоль направления
Величина шага t,, на который уравнений
вы-шслпется как наимсныппп положительный корень ур

(V/o(X„ + te(‘)),2«)) = 0, I
/.■(Хо + гг(‘))= о, j = 1,

(20)

положительных корней,
Если какое-либо из этих УР^®**™^„!^^корень равным

полагаем его наименьший полояштел „
В качестве нового приближения nj

оо.

= Хо +
точки, полагаем бг — 6i и снова,

'’"'‘шТгё, опредета”м направление иапскореишего спус-
V шага ^2 п т. д.
ттппполжается до тех пор, пока мы не придем

Итеративная „действующим зпачепием 6h+i, при которых
в некоторую T04Xty Ха досраммированпя (17) —(19) приводит к опти
задача квадратич ^ ^ j^„joh формы (17) iik+i ^ 6а+1. Тогда полагаеммальному зиаченпю квадрат ^ тттрпаттшо пття 6'i Пптт хггхг,

6a+i/2 и повторяем {к + 1)-ю птерацшо для о a+i- Ири этом воз-
6  Экономика II математические

Отправляясь
как II па предыдущем
ка 2(2) д-д точки Хь величину

от

методы. Л'в 6
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можпы два случая. Если И}с+\ > О, то находим tfe+i и Xh+i и продолжаем
вычисления, считая Xh+i исходной точкой, а 6?;+i соответствующим  зна
чением aiiti-zigzaging-параметра. Если же ui+i — О, то для опреде
ления направления спуска заменяем множество Г{Хн‘, ) множеством

Г(Хя;0) = {i\fi{Xu) =0}U {0}

и решаем вспомогательную задачу (17) — (19). Здесь снова могут возник
нуть два случая. Если соответствующее значение квадратичной формы

= О, задача решена. В противном случае продолжаем вычисления,
исходя из нового приближения

ик+1

Xk+i = .ЗСд -}-

2. Чтобы использовать метод возможных направлений для решения за
дач стохастического программирования вида (4) — (6) или (7) — (8), до
статочно учесть, что

VM{CX) = V(C,X) = С,
VM{Cj,X)^ = 2{ChX)Cj, = 2(C'h^Cft)X,

VM{Cj,X- {Ck,X))^ = 2{CkX~ {Ck,X))Ck.

Последняя формула следует из представления

М[Си{Х -f h) - {Cj,, X -f h)]^ {Ck, X)Y =
= 2(ад-(Сй,х),ед.

3. Некоторый вычислительный опыт, накопленный при решении задач
стохастического программирования методом возможных направлений, по
зволяет высказать следующие суждения о выборе велшшны параметров б.
Чем больше походная величина 6i, тем, как правило, на отдельных пли на
всех итерациях процесса больше размерность вспомогательной задачи
(I"?) — (19). Трудоемкость каждой итерации может быть сокращена (одна
ко число итераций, требуемых для обеспечения заданной точности может
возрасти), если придерживаться следующей вычислительной

Решение задачи начинается с 6i = 0. Спустя некоторое число (fc) ите
раций, когда приращение целевой функцго! |Д| = |Лй| становится доста
точно малым и не превышает этой величины в течение последующих тп ша
гов, следует повторить к-ю итерацию при положительном 6. Если при не
котором расширении множества Г {Хь; Ь) приращение |A/t+i| превысит
велш1ину lAfel , то это будет обозначать, что предшествующие шаги приве
ли в область, где процесс «заедает», и введение anti-zigzaging-парамет-
ра б позволило преодолеть эту область. Дальнейшие вычисления
продолжить при б = О до тех пор, пока шаг процесса
приращение А целевой функции, уменьшаясь, снова не достигнут доста
точно малых значений. Если |Aft+i|^|Afe
ния в соответствии с рекомендациями п. 1 либо прекратить
приняв последний полздгенный план в качестве приближенного решения
задачи.

4. Докажем, следуя В. А. Березневу, эквивалентность вспомогательных
задач (13) — (15) и (17) — (19). Будем считать симметричную матрицу

невырожденной. К этому случаю всегда можно прийти, исключая пз
системы (14) линейно зависимые неравенства и соответствующие пере
менные.

Функция Лагранжа для задачи квадратичного пршраммирования (13),
(14), (1R) записывается в виде

схемы.

можно
II соответственно

следует продолжить вычисле-
въгчислеипя,
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2  jij
г6Г(Хо; б,) j6/'(Xoi б,)

Ш  S' -)}■
i€/'(A'i; 6i) jj6/'(Xo; 6,)

Оптимальное значение L* линейной формы (13) может быть получено
по формуле

L* = max min Ф (g, |у, ^о, ^г) ● {21)

i в (21) не связаны никакими ограничениями. Поэто-Переменные
му можно исклюадть эти переменные из (21), приравнивая нулю произ
водные функции Ф по

и

i. Имееми

2  = о, (22)1
г6Г'(Хо; б.)

2  + 2Ш = 0; / е Г (Хо; б^).
te/'№: б,)

Матрица ||/гг^|( по условию невырождена. Поэтому из (23) следует, что

гбГ(Хо; 6i).

^0 о, в противном случае равенство (22) противоречило бы системе (^) *
Поэтому компоненты оптимальных планов задач (13)  — (15) и (17) — (19)
связаны соотношениями

(23)

= о,

Si (24)6i).
2^0

Учитывая формулы (24), получаем

1
2  + So\ ■

ije/'{Xo; б,)

Минимум функции Лагранжа достигается при > 0 (^о So ^ 9).
Приравнивая нулю производную Ф по ^о, получаем

L* — min-J 4^0

У 2 (25)^ijSiSi-2^0 =
i,j6/'(Xo; б,)

Отсюда

L* = min / 2 ^iiSiS;.
f—

i,i€j'(Xo: 6,)

Переменные удовлетворяют также условиям (22). Последняя зада
ча эквивалентна задаче (17) —(19). Задача (17) —(19), таким образом,
двойственна задаче (13) —(16).

5. Приведем два примера решения задачи стохастического программи
рования по методу возможных направлений.

Пример 1.
(0) L — М {яо1^1 “Ь min,

6*
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{1} M{ai^Xi + ^123:2} ^ Ъ
{2} М{х,^} < du
{3} М{Х2^} ^ d2.

Здесь bi~ di = d2 — 1- Остальные параметры условий задачи слу
чайны. Первые и вторые (корреляционные) моменты параметров условий
задачи, используемые в процессе решения, заданы таблицами (табл. 1, 2)

Таблица 1 Таблица 2

(«,● i )

21 01 02 и 12

01о 2 3 1 0,25

2 02 1 0,751 1

11 1

12 1

Градиент показателя качества /о решения задачи и функционалов /г,,
определяющих условия задачи, равны соответственно

V/o(Z(^)) = {aoi; аог): V/i(Z(^)) = {ац; а^г}\

V/2(ZW) = {2xiW;0};

Значения = (V/i(ZW), V/j(XW)) — коэффициентов квадратич¬
ной целевой функции вспомогательной задачи (17) —(19) содержатся
в табл. 3.

V/a(ZW) = {0; 2а:2^}.

Таблица 3

О 1 32

2 (аоь 2(аоо,15О 9

2(ац, 2 (а,о,1 7

xj^)) О2

3

Основные характеристики последовательных итераций процесса реше
ния задачи зафиксированы в табл. 4.

Оптимальный план задачи X* = {—0,4472яо1; —0,31б2ао2}* Минималь
ное значение показателя качества решения задачи на множестве ее пла
нов равно L' = —5,398.

i
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Таблица 4

iV дг t LZi -ti .■Cj

2 3 94 б 7I о

ОО О О
4,745
0,253
0,190
0,082
0,062
0,026
0,020
0,009
0,006
0,003
0,002
0,001
0,001

0,3162
0,4016
0,1326
0,1300
0,0429
0,0420
0,01385
0,0135
0,0043
0,0043
0,0014
0,0013
0,00043
0,00040

—0,3162со1 —0,3162 30-’
—0,4472 301 —0,2760 302
—0,4048зо1 -0,3162^0-’
—0,4472 301 —0,3032зо-’
—0,4335оох —0,3162 302
—0,4472зо1 —0,3120со2
—0,4428ао1 —0,3162оо2
—0,4472до1 —0,3149ао2
—0,4458зо1 —0,3162йо-’
—0,4472йо1 —0,3158йо-’
—0,4468 301 —0,3162 302
—0,4472 зо1 —0,3161 Зо2
—0,4471зо1 —0,3162зо2
—0,4472 301 —0,3162зо2

—4,743
—4,996
—5,186
—5,268
—5,330
—5,356
—5,376
-5,385
—5,391
—5,394
—5,396
—5,397
—5,398
—5,398 О

ОI —Оо1
—0,3262 Зо1

0,3200 Зо1
—0,3262 Зо1

0,3200 зо1
-0,3262 зо1

0,3200 Зо1
—0,3262 Зо1

0,3200 Зо1
—0,3262 301

0,3200 Зо1
—0,3262зо1

0,3200 Зо1
—0,3262 Зо1

—302

0,1000 Зог
—0,3032оо2

0,1000 ао2
—0,3032 Зо2

0,1000 Зо2
—0,3032 Зо2

0,1000 Зоо
—0,3032 зо2

0,1000 Зо2
—0,3032 со2

0,1000 зо-
—0,3032 302

0,1000 doi

2 0; 3
0; 23

4 0; 3
5 0; 2
6 0: 3
7 0; 2
8 0; 3
9 0; 2

10 0; 3
И 0: 2
12 0; 3
13 0; 2
14 0; 3

Пример 2.
L = М (зо13^1 “h ^02^2}

M{aaXi + 3122:2} ^ Ъи
М{a2\Xi + 3222:2} ^ Ьг,

тш{0} ,

{1}
{2}
{3} M{xi^) < du
{4} М{Х2^} < d2.

dz = 1. Остальные параметры условий задачиd,Здесь bi = Z?2
случайны. Первые п вторые (корреляционные) моменты параметров усло
вий задачи заданы табл. 5 и 6.

Корреляционные моменты между компонентами разных расширенных
векторов ие используются в процессе решения задачи и в таблице не при-

Таблица 6Таблица о

Os:
1;

Чг2 21 221 1201 02 И
И/1

о 3 0,252 0,2501 1

0,751 0,7591 02 1

1 0,252 1-4 И

1 0,512

21 1

22 1
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ВОДЯТСЯ. Как видим, пример 2 отличается от примера 1 только одним до-
полпптелъньтм ограничением.

Основные характерпстикп последовательных итераций процесса реше
ния задачи зафпкспровапы в табл. 7.

На пятой II шестой итерацпп значения jAs] и |Аб| не превышают 0,1.
Расширение мпожества I' на седьмой итерацпп приводит к с^тцественному
увелпчоппю приращения целевой функции. Последующие вычисления про
изводятся при б = о, II расширения лгаожества I не увеличивают прира-

IАI . На шестнадцатой итерации, когда значение jAiel достигаетщения
0,001, вычисления прекращены.

Приближенное решение задачи достигается на плане

X = {—0,692яо1 — 0,1835a2i; —0,270йо2 — 0,1206й22}.

Соответствующее значение целевой функции равно L 5,186,
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