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НЕПРЕРЫВНАЯ ЗАВИСИМОСТЬ ОТ ПАРАМЕТРА
МНОЖЕСТВА РЕШЕНИЙ МИНИМАКСНОЙ ЗАДАЧИ

Е. г. Г О Л Ь Ш Т Е И Н, С. М. М О В Ш О В И Ч

(Москва)

1°. Во МНОГИХ задачах оптимального планирования деятельности pad-
лячных звеньев народного хозяйства необходимо знать влияние вариаций
параметров задачи на оптимальное значение целевой функции. Если при
малых пзмененпях параметров задачи оптимальное значение целевой фун
кции заметно меняется, то рассчптаины11 па основе неточных данных план
может быть далеко не оптимальным. То же самое будет и при случайных
колебаниях параметров, часто встречаюшпхся в практических задачах. Ма
лым вариациям параметров соответствует малое изменение оптимального
значения целевого функцпонала в том случае, когда это значение являет-

ненрерывной функцией параметров.
Вопрос о непрерывности оптимального значения целевой функции

тесно связан с вопросом о непрерывности мнончества оптимальных планов
прямой п двойственной задач.

Для задач линейного

ся

программпрования условия, обеспечивающие не
прерывность множества оптимальных планов прямой и двойственной за
дачи, были долу^хены в работах [1] и [2]. В настоящей работе показано
(теорема 1), что эти же самые условпя гарантируют непрерывность в су
щественно более общих условиях, в частности, для задач выпуклого про
граммирования и некоторых задач квазивьтпуклого программирования .

При определении эффективности целенаправленного изменения пара
метров задачп вследствие, например, технического прогресса необходимо
уметь оценить количественно
пие целевой функщга.

Такие оценки (теоремы

влпяипе параметров па оптимальное значе-

маргиналытых значениях) для задач линей
ного программирования впервые были получены в работе Г31, содержащей,
однако, неточностп, устраненные в работах ГЦ и Г21

Для задач выпуклого

о

программирования при достаточно жестких допу-
щемях эти опенки получены в работе [4].

работе теорема о маргинальных значениях подучена как
^  широкого класса задач и при существенно

предположениях. Утверждения теоремы 1 могут быть такя^е
■папхх’г.т^ ваны при доказательстве ряда теорем о существования экономп-
TTHCTY равновесия в играх ?? лиц. Однако на этих приложе-
ниях теоремы мы здесь не останавливаемся.

2 . Предварительно„  напомним определения некоторых понятий, исполь-
^  ® настоящей работе. Пусть Z{t) — точечно-множественное отобра¬
жение элементов i топологического
евклидова пространства Z.

Рг-Tt? называют полунепрерывным сверху в точке б Т,
fc ^ ̂  найдется такая окрестность б(^о) точки to, что при

^  (о) множество Z{i) содержится в е-окрестности мно-

прострапства Т в подмножества Z{t)

жества Z(^o).
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Пусть/(д:, у) —вещественная функция, определенная на мноячест-
ве Z X Y.

Точку {х', у') 6 X X Т называют седловой точкой функцпп f{x, у) от
носительно множества X X Т, если при любых х^Х,у

/(^, у') у)-
Положим

= зир/(д^,у).ф(а:) == inf f{x,y)
убГ х€х

Как известно, {х', у') в том и только в том случае является седловой
множества X X Т", еслиточкой (функцпп/(а:, у) относительно

ц)[х') = supq)(a:) = inf ф(у) — "ФС?/')-
убгХ&Х

множестве X.
Пусть f{x) ^вещественная функция, определенная на
Полояшм

{x:f{x) х^Х).Х + = {x:f{x) ^с, х^Х),

Говорят, что fix) -
для любого чпсла с множество Ас (Ас ) вьи у ППРПХ (внпзК Однако

лая вверх (вниз) фзункцпя д®д^™^ельно, класс квазпвьшуклых
ооратыое утверждение неверно п, следо
футжцпп шире класса ^^^шуклых фуикцшь множестве X  X Y X Т,

Пусть f{x, у, t) - непрерывная у, / из У X Т, квазивыпук-
квазивыпуклая вверх по х при всех з ,г, ХХ Т. Здесь X, Y — выпуклые
лая внпз по у прп всех значениях^^, i ,тг_мерном евклидовом прост-
замкнутые множества соответствени Обозначим
ранстве, Т — топологическое пространств .

^^{y,t) = sup/(^,y,0-

убг
жбА-

Положпм при любом i б Т

является следующая теорема,
й f непусты и ограничены,дляi = 9 что

настоящей работыОсновным результатом
Теорема 1. Если множества

окрестностьнайдется
,

всех i б б(о):
1) множества X{i) uY{t) непусты,
2) X{t) X Y{t) —мнохсество всех

относительно X XY\
3) отобраокения X{i),
3°. Для доказательства „„^лтие

тельные утверящения, представл
тельный интерес.

Пусть функция /(^, У) ^„.рг-тва’в п- и т-мерном пространствах
А У

функции f{x,y,i)точекседловых

также и определенный самостоя-

множестве X X У,нанепрерывнаи

-выпуклые
соответственно, ф(^) — _

ф'(д:)-мажоранта (р[х) на множеств^Условимся говорить, г: ^ '

.х6А

G CZ X, если (р'(х) :><р(х). х Ь Сг.

то такая
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Аналогично, ф'(г/) —миноранта 'ф(^) на множестве  F d У, если
V(f/)

Лемма 1. Если {х) —непрерывная маокоранта ср(д:) на компакте
G d X, то найдется такой компакт F c^Y, что

mit{x,y) <ф^(а:), x^G.
v6f

Аналогично, для любой непрерывной миноранты функции
на компакте F czY найдется такой компакт G czX, что

sup/(a;,7/) >^\>'{у). y^F.
хбС

Доказательство. Докажем только первое утверждение леммы,
так как второе является его простым следствлем.

Рассмотрим последовательность компактов
со

d ̂ 2 d . . . d d . . . d у, UFi=Y.

Для любой точки X ^ G найдется, очевидно, такой номер к (^) > что

если /с ^ к{х).inf f{x,y) < ф'(а;), (1)
v6Ffe

В сплу непрерывности функций ф'(л:) и inf f{x, у) (последнее
J6F/C

компактности Fk) соотношение (1) сохранится для некоторой окре
стности 6 (а;) точки х. Покроем компакт G cz.X окрестностями б (а^), х^ G.
Согласно теореме Гейне — Бореля из этого покрытия может быть выделено
конечное покрытие G, состоящее из окрестностей 6(a^i),. . .  , б(а^5). В таком
случае из (1) следует, что при к ^ max

вытека¬

ет из

inf 1{х,у)<:^'{х), a:6G.

Лемма доказана.
Лемма 2,, Функция ф(х) достигает своей верхней грани на любом ком

пактном подмножестве множества Х, функция 'ф(^) достигает своей ниж-
неи грани на любом компактном подмноохестве множества У.

Доказательство. Очевидно, достаточно доказать лишь первую
часть утверждения леммы, касающуюся функции ф(а:). Согласно известной
теореме доказательство этой части леммы сводится  к установлению полу-
непрерывности сверху функции ф(а:) на множестве X. Убедимся, что это
действительно так. Пусть х' б X. Для любого е > О выберем такое у& б У,
что

(2)Уь) < Ц>{х') 4- е.

В силу непрерывности функции f{x, уе) по х неравенство (2) приводит
к соотношению

^е) < 4>{х') + е,

где X — произвольная точка X, отстоящая от х' не более чем на^б(^ > 0.
Итак, для любого е > О нашлось такое б (е) > О, что при '
X б X,

х — х

ф(а:) < f{x, Уе) < (р(х') + 8.

полунепрерывна сверху в каящои точ-Следовательно, функция ф (а:)
Кб X ^ X. Лемма доказана.
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Пусть дополнительно к условиям непрерывности,
функцию f{x, у) в начале пункта 3°, f{x, у) —квазпвыпукла вверх по
хв.Х при любом фиксированном у G У и квазпвыпукла вниз по у 6 У при
любом фиксированном л: б X В дальнейшем мы будем использовать сле
дующее легко проверяемое свойство функции f{x, у): при любых С? с X
ц  У функции sup f{x, у) н inf j{x, у) соответственно квазивыпуклы

.xsG V<^P

наложенным на

ВНИЗ по у 6 у и квазивыпуклы вверх до д: б X
Положим

Х= {а::ф(:г) = 5ирф(^0)- У* = {у
v'€yx'Gx

Лемма 3, Если хотя бы одно из множеств X , У непусто и ограни
чено, то

sup(p{a:) = infij3(y).
yGYх^Х

Доказательство. Положим
inf ф(у) = U2.
uGy

Пусть для определенности множества У непусто и ограничено. Зада
димся двумя последовательностями выпуклых компактов

Gic:G2C=... <=GiC=. ..c=X

sup ф(л:) = Vi,
xGx

СО

и Gi^X;
t=i

и Mi = У.
i=l

Пусть E > 0. Выберем натуральное к(е) таким, чтобы
(3)к ^ к{е).в ^ sup ф(^)Vi —

мажорантой ф(^) на Ga, то согласно лем-
такое 1{к), что

Поскольку г является
ме 1 для каждого к найдется

sup
x^G ^

(4)i{x,y)<.Vi-\-e.inf

Из перавенств (3) и (4) получаем
(5)inf f{x,y)<Vi-Y^^Vi — 6 ^ sup

т  r< M Rыттvклыe компакты, a f{x, у) непрерывная на
1 ак как Gh и Мт — лпапх по а: п квазпвыпуклая вниз по у,

Gk X Л/,(А) функция, квазивыпуклая вверх по
то по известной теореме Никапдо ц if

sup f{x, у).
x€g

infinf y) ==sup

- (5) могут быть переписаны в виде

sup
хео^

к

к ^ к{&).

уемx6G тА

Следовательно, неравенства

Vi — е inf (6)
убМ,(й)

Положим
= {у: убУ, е^р{у, п ̂ 2е}Ге
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где через р(у, Y*) обозначено расстояние от точки  у до непустого ограни
ченного множества Y*.

Очевидно, Ге — компакт, причем

'^(у) > У2, у б Ге.

РТтак, U2 является минорантой г|)(у) на Ге и по лемме 1 найдется такое
натуральное к\ (е), что

^л(^/)= sup f{x,y)->v2,

С другой стороны, если у* б Г', то

г/бГе, к ^ ki(е). (7)

Ыу') = (8)V2.

Из (7) и (8) вытекает, что для любого yi, отстоящего от Y* далее чем
на 2s, ^h{yi) > V2.

Действительно, в противном случае yi в Y' = {у: ^ Уг}- В силу
(8) множество Y' содержит также точку у*. Поскольку il5/i(y) —
пуклая вниз функция, то Y' — выпуклое множество и, следовательно, со
держит все точки отрезка А: Ху* -{- (1 — ^)уь О ^  Л ^ 1. Очевидно, от
резок А имеет непустое пересечение с множеством Ге; пусть у'’ б А П Ге.
Тогда, с одной стороны, у' 6 Y\ т. е. ^ V2, а с другой стороны,
у б Ге, т. е. фл(у'') > V2 (см. (7)). Получили противоречие, которое и до
казывает наше утвержденпе. Итак, если Те = {у: У  б Y, р(у, Г*) ^ е}, то

квазпвы-

(9)^ft(y) > ^2 при у ф Yb„ к ^ /ci(e).

Выберем /С2 =/С2(е) ^ тах(/с(е), /сДе))
Тогда в силу (9)

чтобы МцНг) ^таким,

inf -ф/1(у)= inf \|5ft(y), к < к2{е)
у&мт

поэтому неравенства (6) преврашаются ви

sup f{x,y)^vi^e, (10)к ^ /с2(е).
убу^ x6gk

Очевидно, У2 — е является минорантой функции ф(у) па компакте
Те. Оледовательно, по лемме 1 найдется такое А)з(б) , что

(И)sup f{x,y)^V2,
убу^ x6gо /{

Пусть к ^ max (А;2(е), /сз{е)). Тогда из (10) и (11) получаем

(12)

В силу произвольности е !> о соотношения (12) приводят
равенству v\ ~ V2. Лемма 3 доказана.

4°. Доказательство теоремы 1.
из леммы 3 следует, что

inf sup i{x, у, q) = sup inf f{x, y, q) = f{Xq, уд, q)
vGy x€x x€x j/бУ

1. Прежде всего о

К искомому

тметим, что

где

Уд) —произвольная точка из X(q) X Y(g),
Положим

(13)Ug = шахф(з:, q)~ min4}5(y, д).
убУжС А'
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Зададимся произвольным а > О и обозначим через

Ха= {х: хвХ,р(х,Х{д)) ^ а]

принадлежащих X п отстоящих от X(q) не более чеммножество точек,
на а.

Покажем, что при достаточно большом о
(14)lim sup ф(а^, i) ^

жбЛ' а

Доказательство проведем от противного. Предположим, что этот факт
> 0. Тогда найдутся о > U и по-оневереи. Зафшхсируем произвольное

следовательность ik д, такие, что
Vk.sup (р{х, tji) < Vq — Ь

хех^

Из леммы 3 следует, что

sup (p(a:,ift) = inf sup f{x,y,th)<Vg — b,
yer

T. -e. найдется такая последовательность уь, "что

sup f(x, yit, h) < ^^7 “
(15)Vk.

a

Действительно, в противном слу-
у’, у' е Y, т. е.При кПокажем, что | ул I

чае можно, не уменьшая общности, считать, что ун

со.оо

sup f{X,y\g)^^Q
xGXа

невозможное соот-
Из последнего неравенства с учетом (13) получаем

ношение

sup ini f{x,y,q)^
Л' _ уб У

= inf sup /(^
увУ хбД'аст

нашего утверждения,
точку уо б Y{g).

которое и доказывает справедливость
Рассмотрим теперь произвольную
Для нее sup f(x, уо, д) =

хеХа
Вследствие непрерывности

любого 8 > О найдется такое натурально

sup f(x, Уо, Ui)
х^Х

левой част

а

по i дляпоследнего равенства
к {г), что для всех

и

(16)

последовательность
Для произвольного / > |l/o| определим

I

Ук +|( ̂
I УкУо,(0

\Ук\Ук =
\Ук\

ji k\->oo притак какэлементов,число
которая имеет бесконечное

оо. Очевидно,к
(17)
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Из квазивыпуклости вниз функции sup j{x, у, ih) по у 6 F и соотношо-
■«Т а

НИИ (15) и (16) следует, что

(O'
sup f{x,yk ,tk)<- Vq + e. (18)

He ограничивая общности, можно считать последовательность у^\схо-
ящейся к элементу (см. (17)).

Отметим явным образом зависимость у^^'> от а, положив у^^^ — у^^^ (и) -
Тогда из неравенства (18) получаем

sup /(a:,yW(u),gX Уд + е
хбл-^

или в силу произвольности е > о

sup f{x,y^^){o),q)^Vq. (19>

Из соотношения (17) получаем
г — (20)

В соответствии с (20) без ограничения общности

Иш y^'^(o) = yW.

можно считать, чте

Cf-юо

Тогда из (19) имеем
(21)-?) = sup/(a:, q) ^ Vg.

xSx

Из (21) вытекает, что 6 Y(q) при любом Z > 1уо| . Но в соответст
вии с (20)

Итак, мы получили, что множество У{q) содержит элементы со сколь
угодно большой нормой, что противоречит ограниченности F(g). ^ем
мым утверждение (14) доказано.

2. Мы доказали, что для некоторого а > 0 и произвольного е !>■ 0 най
дется такая окрестность б' (д) точки д, что

sup Ф(а:,о> t’g —е, гбб^д).

са-

(22) .

Установим теперь существование окрестности точки  g и е> 0,.
таких, что

ф(лг, i) с Vg —г, х^Х. (23).;бб^^(д).
Введем множество Тс = {х: х ^ X, о < р (х, Х(а))  ^ 2а|.
В силу леммы 2

тахф(а:,д) = ф(а:',д)

Учитывая, что X{q) {)Гс — 0, отсюда получаем

max Ц)(х, q)<Vq — е
.тбг а

для некоторого е > 0. Согласно лемме 1 мояшо выбрать такой компакт-
^  У, что из (24) будет вытекать неравенство

.inif{x, у, д)< Уд —е,
vGF

х' G Тс.

(24)'

хвТа.
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которое в силу непрерывности сохранится для некоторой окрестности
Ь" {q) точки q, т. е.

t^b"{q).хвТ (25)y,t)<vq —
y^F

С а,

Искомое неравенство (23) может быть получено из соотношений (22)
II (25) при помощи рассуждений, попользованных при доказательстве лем
мы 3 для вывода неравенства (9) пз соотношений (7)j_(8).

Положим 6jc(g) = b'{q) Пб"((?). Из (22)
пмеем, что множество -Х^(0 непусто, пршшм X{i) cz Ха для всех i б bx{q).

Аналогичный факт для множеств 1^(0 > ^ ^ сгу(д) может быть установ
лен точно таким же образом.

Тем самым утверждение 1 теоремы доказано, а утверждение 2 непо
средственно следует пз леммы 3, причем б(^) = бх(з) Л Sr(3).

3. Для доказательства полунепрерывности сверху отображений X{i) п
Y(О в точке t = q воспользуемся неравенствами

(23) с учетом леммы 2и

(26)fix, Уи t) < К^и Уи ^ У'

где а: б Z, у G Y, xt б Х{1), yt б Y{i), Z б б(у).
Если бы утверждение 3 теоремы было неверно, например, применитель

но к отображению A(i)i то нашлись бы последовательности
ik б б (у) и Xft б X(th), такие, что

(27)p(x^,X{q))>e>0,Y к.

Пусть УН - произвольная точка Y(h). В силу равномерной ограничен
ности множеств X{h) и Y{h) можно без ограничения общности считать,
что

у* при к оо.
Xk^x*; ук

Тогда из (26) вытекает
/(^, У\ 9) < /{^*’ у'' ^ . 2/» ?)’

где а: б А, у б 7, т. е. а:* б X{q), что противоречит (27). Теорема доказана.
5°. Остановимся на одном из возможных д

доказательства теорем о маргинальных значениях.

,■ i о ZW . гм ЙГЛГ

считать вы-

X{i) X 7(0 — множество седловых точек
начение

= max min /(X, у, t) = min max /(а:, у, i) - / (а:,, !/i,«).
убУ хбА'жб X у6 У

ф(0

'~т zfei"Zv:zz: к .f-r
i(x, у, i) дифференцируема по I в точке t производная
которой окрестности й мноокества A(Uj л

у, 0) удовлетворяет условию

f{x,y,i)-f(x,y,0) при
t

равномерно относительно [х,у) ^ ^
Тогда существует правая производная (р (0) функции ф(0 в

I = о, причем

точке

max min //(а:,у,0)= min max //(а:, у, 0).
жбА-(0) убУ(О) У6У(0) s:ex(0)

(28)Ф'(0) =
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Доказательство. Пусть t^i'. Тогда множества X{t)
пусты, причем

Y(i) не-и

(29)/(^0, Уи t) < f{xt, yt, i) ^ f{xi, yo, i)
где

(a:o, yo) GX(0) X 7(0), {xt, yt) ^X{t) X 7(/).
Положим

^{x, у, t) = f{x, y, i) —/{X, y, 0) — ift'{x, y, 0),

По условию теоремы

(x, у) G Q.

y, i) \^ (^, I/) GQ

где p (i) не зависит от x, у п таково, что

(30)

1
lim (31)р(0 = 0.i-1-0

Без ограничения общности можно считать, что X{t)  X 7(0 cz Q, если
t  . Поэтому соотношение (29) может быть переписано в виде

/(■2^0, у и 0) +г//(х
Уй, 0) + ift'{xt, уа, 0) + р(0-

Поскольку (хо, уо) G:t(0) X 7(0)

yt, 0) — р(0 ^f{xt, yt, t) <о,
(32)

то

/(^i, Уо, 0) ^ /(хо, уо, 0) ^ /(хо, yt, 0).

Учитывая последние неравенства л соотношение (30), получаем следую
щие оценки для относительного приращения функции  ф (О

р(0 Ф(0 — Ф(0)yt,0) (33)^ft'{xt,yo,0)-\-t t t

Оценки (33) выведены для произвольных

Ы, Уо) б Z(0) X 7(0)

Следовательно, из (33) вытекает

шш шах //(хо,у(,0)-
у6У(р а:6Х(0)

и

\i{i)
t

седловых точек

Ы, yt) G X{t) X Y{i).

Ф(0-Ф(0)
i

li{t)
min ft'{xt,yo,0)-{

xGX(t) убг(О)
(34)

t

Пусть по-прежнему Zb и 7e — е-окрестности множеств Z(0) ii 7 (0) со
ответственно. При любом t > о через e(i) обозначим
сел е, при которых X{t) а Хе, 7 (i) с: 7е.

По теореме 1

мпнимальное из чп-

lim е(/) = 0. (35)

С учетом введенного обозначения оценки (34) приводят к неравенствам

М-(0 ^ ф(0-ф{0)min шах //(xq ,у, 0)
xBXiO) t t

min ft'{x, Уо, 0) .
у6 У(0) t

(36)^ max
x^X

E{t)
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Из соотношений (30)
Vi 0) на Q. Следовательно, непрерывны также функции

min ft {х,у,0)
г/6у(0)

(31) вытекает непрерывни

max //(а:,р,0);
х6Л’(0)

ость функции

II поэтому
max //(о:, р,0)= min шах//(д:, у, 0)
хбА'(0) ьбУ(0) х6А'<0)

min //(д:,у,0)— max min ft {x,y,Q).
убУ(О) х6Л'(0) ьбУ(О)

lim min
г^о убу £<0

(37)
lim max
<^0 .-с 6А

Оценки (36) II соотношения (31), (35), (37) приводят к неравенствам

ф(0 —ф(0) min ft' {х, у, 0)^ max
хбл'(о) уеу{0)

lim
i+0

ф(р — ф(0) max fi {x,y,0),^ mill
убУ(0} .хбЛ'(О)

lim
t

i +0

из которых с учетом известного неравенства
max //(^,i/,0)min ft'{x,y,^X min

убГ(О) хбЛ'(О)
max

хбх(О) убу(0)

получаем пскомое равенство (28). Теорема док г,от,тт
Р

азана.

ассмотрим семейство задач квaзIIБЬшyI^лoгo програ. .  р ,
ся1цее от параметра t б [О, /о]

(38)fo{x, I) Slip,

(39)fi{x, о >0, i= 1,
(40)хйХ,

^До Л-(а:, о - квазпвыпуклые фушщш^а; определенные и непрерывные на
*1ьшуклом множестве X, t б [0, to], ь — 0, , ● ● ●, ●  /зд\ /4Q4

Пусть - значение верхней грани (38) при условиях \б^), {^V}.
Введелг функцпп Лагранжа задач (ЗЬ) (, } ●

т

F{x, у, г) = и{х, о +,S о
1=1

п положим
v,>0, i = i ш).Y = {у- У = (i/b ●

функция X при
Предполагается, что F{x, у, t) - квазпвыдртлая

любых г/ б у п / б [0, ^o].
Задача, дв011ствеш1ая к (38) (40) при

имеет вид

фшкспро

inf

ванном значении

(41),
жбЛ'

(42)б У.У

(41), (42) при фиксированномОбозначим задачи (38) (40)
чешш^ б [о!То] через Л (^) нЛ(0 соответственно.

В качество следствия из теоремы 1 получаем следующую теорему о
задачи (38) —(40).

зна-п

маргинальных значениях

7 Экономика н математические методы, Л'» 6
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Теорема 3. Пусть задачи Л (0) и 5(0) разрешимы и множества их ре
шений Х(0) и Т(0) ограничены, функции fi{x, t), г  = 0, 1,.. . , ш, диф
ференцируемы в точке i = +0 для любого х из некоторой окрестности X'
мноокества решений задачи А(0), причем производные dfi{x, 0) I di этих:
функций удовлетворяют условию:

dfi{x,0)
при i^-\-0dib

равномерно относительно x G X', i = 0, 1,.. . , m.
В таком случае функция v{i) имеет правую производную у‘^(0) в точке

f = о, причем
дР{х, 7/,0)

у'{0)= шах (43>тш
э:бХ(0) y^Y{Q)

Для доказательства теоремы 3 достаточно заметить (см. [6], лемма 1)^
что задача Л (i) может быть переппсапа в эквивалентном

тш max
и6У(0) хбА'(0)dt dt

вид©

cp(a;,i) = inf5(a:, y,i)
ye у

a затем воспользоваться теоремой 2.
Теорема 3 представляет собой обобщение на некоторый класс задач

квазивыпзжлого программирования, включающий, в частностп, задачи вы
пуклого программирования, известной теоремы о маргинальных значениях
для задач линейного программирования. Последняя теорема была сформу
лирована X. Мплсом [3], который доказал ее для случая прямоугольных
матричных игр. Однако предложенное X. Милсом в [3] доказательство
этой теоремы для случая общей задачи линейного программирования со
держало ошибку. В дальне1япем оказалось (см. [1, 2]), что для справед
ливости теоремы о марпшальных значениях общей задачи лпнейного-
программировапия достаточно предположить ограниченными множества
А (U) и 1 (U) решении исходной и двойственной задач при t = 0. При этом
было показано [2, гл. 3, § 5], что требование об ограниченности множеств
A(UJ и y(U) является существенным. Таким образом, теорема 3 доказана
нами в предельно слабых предположениях и содержит  в качестве частного
случая теорему о маргинальных значениях задачи линейного программи
рования, доказанную в [1] п [2]. Отметим, что при сушествеино более
сильных ограничениях (X — ограниченно© множество Y(i) — непусто и
равномерно ограничено в некоторой окрестности 6(0) точки i = 0.
X{t) X Х(0 множество седловых точек функции Лагранжа F{x, у, О
при i б 6 (0)) соотношение (43) было установлено  в [4].
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ОБОБЩЕНИЕ ПОИСКА ФИБОНАЧЧИ НА МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

А. И. КУЗОВКИН

(Москва)

Работа посвящена обобщению одного интересного результата Гхпфе-
ра — Джонсона, пзложенного в [1, стр. 55] п [2].

Результат Кифера — Джонсона состоит в следующем.
Пусть у — f{x) — строго выпуклая вниз функция, заданная на отрез

ке [О, 1]. Требуется найти минимальное из ннсел таких, что для вся
кого б Z> О всегда можно указать интервал отрезка длины е,у + б, содер
жащий точку минимума функции f{x), путем вычисления не более чем iV
значений этой функции. _

Оказывается, что число зд = Ч Р^, где Fn - числа Фпооначчп. опре-
деляеыые по рекуррентной формуле i^o—— Н" ^'^егко
проверить что прп * со Fn где г = 1 -f / 2.

Пусть f{x^) = min f{x). Опишем теперь процедуру, дающую асимп

тотически точное решение поставленной выше задачи. Эту дроиедуру на
зывают поиском Фибоначчи [3]. Он состоит в следующем.

Положим = 1—1/л Х2 = Ц г.
Сравниваем/(aJi) п/(л2): если/(л:1)

{хи 1); если /(a:i) < f{x2), то лежит в интервале (U, Х2). VxrP^aeM
Пусть для определенности х* лежит на отрезке [О, 2]. точка

масштаб в г раз. Тогда отрезок [О, Х2] превратится в
XI станет точкой Х2. Далее мы повторяем всю процедуру. При повторе^
всей процедуры N раз отрезок, на котором лежит х сократится до ДЛ™

(в старом масштабе)! Количество вычпслеиип 7V(e), требующееся для
наховдния х* с точностью до в при таком поиске определяется формулой

1  , 1— In —.

то X* лежит в интервале

(1)7V(e)< In г

в настоящей работе рзссматривается^и^герньш^лзш^^^

Пусть /(^) =/^ь ^2, . . ^ возможность вычислять ;
выпуклой области Пусть плшет . r^i дана оценка
функции f{x) в любой точке хЬ . g jonjnxcH для локализации точ-

анная
п! вЬШПеЛЯТЬ

В
значения

колпче-

ства вычислений iV(e) g Оказалось, что прп е^О
ки минимума f{x) в подобласти объема е. ика

/V(e)Xb-T’

а  гттч.ттгт/Vfel не зависит ОТ размерности.
порядок выпуклых функции обычно требуется найтп

Н

(2)

т. е.

о в задачах отличающуюся от точки минимума х*
некоторую точку Х, мало ОТЛинчаихм^

Г7Т следующими обозначевпям эквпвалептпостп функции
* Мы пользуемся ^едующ

т.

j. ^ о _ ^ ^ ^ Р, если сР  ^ а ^ СВ.
которого аргумента; а р, если иш и / н , ^ г: н-

д, )  выпуклая вниз функция, зад

 е. та-

от не-

7*


