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Теорема 3. Пусть задачи ^(0) и S(0) разрешимы и множества их ре
шений Х{0) и У(0) ограничены, функции fi{x, i), г  = 0, 1,. . . , т, диф
ференцируемы в точке i = -рО для любого х из некоторой окрестности X'
множества решений задачи ^1(0), причем производные dji{x, 0) / di этих
функций удовлетворяют условию:

dfi{x,0) +0при idit

равномерно относительно х G Х\ i = О, 1, . .
В таком случае функция v{t) имеет правую производную s точке

т.● ?

i = О, причем
dF{x, г/,0).  dF{x,y,0)

у'(0)= шах min
xex(o) 1/6 у(о)

(43)mm max
у6У(0) .хбА'(0)

Для доказательства теоремы 3 достаточно заметить (см. [6], лемма 1)у
что задача Л (i) может быть переппсана в эквивалентном виде

dt dt

хех.(p{x,t) = iniF{x, y,i)
yCY

a затем воспользоваться теоремой 2.
Теорема 3 представляет собой обобщение на некоторый класс задач

квазивыпуг^лого программирования, включающий, в частности, задачи вы
пуклого программирования, пзвестной теоремы о маргпнальпых значениях
для задач линейного программирования. Последняя теорема была сформу
лирована X. Милсом [3], который доказал ее для случая прямоугольных
матричных игр. Однако предложенное X. Милсом в [3] доказательство-
этой теоремы для случая общей задачи линейного программирования со
держало ошибку. В дальне11шем оказалось (см. [1, 2]), что для справед
ливости теоремы о маргппальных значенпях общей задачи линейного-
программирования достаточно предположить огранпченнымп множества
Х(0) и Y(0) решений исходной п двойствеинои задач при t = 0. При этом
было показано [2, гл. 3, § 5], что требование об ограниченности множеств
Х(0) ii Х(0) является существенным. Таким образом, теорема 3 доказана

предельно слабых предположениях и содержит в качестве частного-
случая теорему о маргинальных значенпях задачи линейного программи
рования, доказанную в [1] п [2]. Отметим, что при сушественно более-
сильных ограничениях {X — ограниченное множество, Y{i) —непусто и
равномерно ограничено в некоторой! окрестности 6(0) точки t = 0,.
X{t) X X(i) —мноллество седловых точек функции Лагранжа F{x, у, i)
при i б 6 (0)) соотношение (43) было установлено  в [4].
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ОБОБЩЕГШЕ ПОИСКА ФИБОНАЧЧИ НА МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ

А. И. КУЗОВКИН

(Москва)

Работа посвящена обобщению одного интересного результата Кпфе-
ра — Джонсона, изложенного в [1, стр. 55] п [2].

Результат Кпфера — Джонсона состопт в следующем.
Пусть V = fix) — строго выпу1^лая вниз функция, заданная на отрез

ке ГО, 11. Требуется найти минимальное из чисел ejv, таких, что для вся
кого б > О всегда можно указать интервал отрезка длины -f б, содер-

функцип f{^), путем вычисления не более чем iVжащин точку минимума

значений этой Функцип , р Фибоначчи, онре-

деляемые по рекуррентной формуле

Пусть /(™) i min fix). Опишем теперь процедуру, дающую аепмд-
ттлртянленной выше задачи. Эту пропедуру на-

тотячески точное решение ДОС^^Д „„„, т, /.ттоплгтптттрлт
вывают поиском Фибоначчи [3]. Пн со^т

С;а“ем
(^ь 1); если/(а:1) < врезке ’ [О, ^г]. Уменьшаем

Пусть для определенн превратится в единичный и точка
масштаб в г раз. повторяем всю процедуру. При повторении
XI станет точкой j2- котором лежит а:', сократится до длины
всей процедуры N ’ ^ество вычисленпп А(е), требующееся для
г  (в старом мacштaбe^ по поиске определяется формулой
нахождения х с точностью до е up^i

1  1 1— In—7V(e)< (1)
In г

в настоящей работе вниз функция, заданная в
Пусть f(x) = f(xu Х2, . . - ^Хп} хтчмпЖНОСТЬ ВЫЧИСЛЯТЬ значбния

выпуклой области Пусть имеет [-4] была дана оцеш
функцип f(x) в любой точке х е . ^ g^jQ^nxcH для локализации
ства вычислений N(e) й«мя е Оказалось, что прп О
КП минимума f(x) в подобласти объ

А(б)Х1п —,

а  Л'^Ге) не зависит от размерности.

Но°Гзадач“ч минпмпзащш выпуклых функций обычно требуется наптп
не.штору"ку” . мало отличающуюся от точки мпнлмума х*, т, е. та-

ча количе-
точ-

(2)

т. е.

следующими обозначениям эквивалентности функции
- р, если lim а / р == 1, а X Р, если ср < а ^ Ср.

от ие-* Мы пользуемся
которого аргумента: а

7*
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кую, ЧТО
(3)f{x) —f{x') < а,

где/(ж*) =тт/(д:), d! — задавная точность.
G

В настоящей работе мы занимаемся этой задачей в предположении, что
фзшкция f{x) удовлетворяет условию Липшица:

\j{x")-i{x') \ (4)Xi" — Xi
г—i

(константа К часто может быть определена априори).
Итак, мы хотим оценить количество вычислений N{a) функции /(л.),

требуемое для получения неравенства (3) в предположении, что j{x) —-
выпуклая функция, удовлетворяющая условпю Липшица. В настоящей
работе доказывается, что для размерности п

К К
(5)А In ^Л^(а) <С1п —+ Да а

где С и Z) — константы, зависящие только от п, А  — ие зависит от п.
Подобная же оценка еще ра1ньше бьиа получена А. Ю. Левиным в ра-

ооте [5]. Однако там допускались вычисления градиента Вывод фор
мулы (5) из результатов работы [4] основан на приеме попижеппя раз
мерности, совпадающем по идее с тем, который осуществлен в [5]. Но так
как в [5] подробно рассматривался лишь случай п = 2, то представляет
интерес рассмотреть общий случай. Выводу формулы (5) посвящен пер
вый раздел. Во втором разделе рассматривается другая попытка обобще
ния поиска Фибоначчи на многомерный случай — алгоритм покоординат
ного поиска ТОЧ1Ш минимума строго выпуклой функции f{x) с точностью
до 8 по каждой координате. Этот алгоритм изложен  в [3, б]. При папнеа-
нии статьи [4] авторам эти работы были неизвестны. Построоппем проти
воречащего примера показывается, что алгоритм, предложенный в [3,6],
не приводит к нахождению точки мшшмума строго выпукло!! функции с
точностью до 8 по ка/кдой координате.

Алгоритм, предлагаемый в первом разделе, хотя п дает хорошую теоре
тическую оценку количества вычислений функции f{x), которое требуется
для минимизации выпуклых фун1щий, удовлетворяющих условпю Липши
ца, тем не менее мало пригоден для практического счета. Поэтому важной
задачей является построение более конструктивных алгоритмов, пригодных
для практического использования, пусть даже и имеющих теоретическую
оценку необходимого количества вычислений функции j{x)^ худшую, чем
в алгоритме первого раздела. Два таких алгоритма предлагаются в третьем
разделе работы.

Ваншо отметить, что предлагаемые алгоритмы относятся к классу ал
горитмов для решения задач выпуклого программирования с функциями,
заданными в произвольном виде: аналитическими выражениями, при по
мощи алгоритмов, таблиц, получепных эксперимептально пли методом ста
тистического моделирования.

Как известно, многие производственные и экопомшгескпе задачи ре
шаются с помощью статистического моделирования (см., например [7])-
Причем аналитические методы часто вообще неприменимы при оптимиза
ции таких задач, так как функции, описывающие производственные про
цессы, известны лишь алгоритмически, а их аналитические выражения
получить не удается. Большинство же алгоритмов оптимизации выпуклых
функций применимо лишь в случае функций, заданных аналитическими
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выражепиями илп, по краинеи мере, допускающих легкое вычисление гра
диента.

Н. П. Бусленко и Г. А. Соколов в работе [8] предлагают алгоритм опти
мизации выпуклых непрерывно дифференцируемых функций, заданных
в произвольном виде п определенных на выпуклом лгаожестве, и доказы
вают его сходимость. Другие алгоритмы оптимизацпп функций, заданных
в произвольном впде, см. в [9].

В данной работе рассматршзается задача мгшимпзацпн выпуклых функ
ций, определенных на ?г-мерном кубе. Если функция определена на произ-

областп, то, пспользуя прием, предложенный в [8J,вольной выпуклой
можно свести первоначальную задачу к задаче минимизации выпуклой
фун1щии, заданной на ?г-мерном кубе. Алгоритмы, предлагаемые в дапнод
работе, по-БИДимому, в известном смысле дополняют алгоритм Бусленко —
Соколова. Можно ожидать, что при тг = 5 Н- 10 для некоторого класса
выпуклых функций, для которых алгоритм Бусленко и Соколова дает мед
ленную сходимость, предлагаемый алгоритм будет сходиться быстрее и,
наоборот при большой размерности {п > 10) предлагаемый алгоритм бу
дет сходиться очень медленно, так что более эффективным окажется алго-
рптм Бусленко и Соколова.

Некоторые вычислительные эксперименты по алгоритму Бусленко
Соколова проделаны В. А. Старосельскпм (см. [10, 11]). По предлагаемым
алгоритмам эксперименты еще не проводились.

КОЛИЧЕСТВЕ ВЫЧИСЛЕНИЙ ДЛЯ МИНПйШЗАЦИИ
ВЫПУКЛЫХ ФУНКЦИЙ

1. о

Неравенство N(a)^A\n {К I о.) следует сразу пз результата Кифе
ра - Джоисо™а д™ дотазательства обратного неравенства нам нотребует-
ся До^оГнтельное нредноложонне. Мы ™ ̂ П^"стн Р
опредолепа н удовлетворяет условию Липшица [5] в вьшуьлои оЬласти г,
п.^щ^^^раТшире.шем области G. Точнее, область Р состоит
точек, расстояние которых до области G не превосходит б  .

яёZTi.Пycтьh-uaш^euьшaя ширина выпуклого тела G,  V - объ
ем тела Тогда < n\V.

Доказательство. 1) Доказательство ,,
зулиата теорпп выпуклых тел (см., папрпмер, 1 J ●_ ^ напменьшего

Пусть У - объем выпуклого тела G с £ ^
оараллелпшшеда Р, содержащего ^ Д ● v очевидно, имеем:

2) Пусть /г! - наименьшая ширина Р. Югда, очев д

из всех

вытекает пз следзчощего ре-

Так как h ^ hi, то /г” nW.
Лемма 1 доказана. Дорлгулы (5) для случая, когда допускает-
Переходпм к flOKasaienbciby в отдельных точках, а непо-

ся только вычпсленпе функции /(д:) невозможно. Для слу-
средствешюе вычисление .^.о^нное вычисление градиента j{x), до-
лая, когда допускается иепосрьд
казательство аналогично. достаточное для того, чтобы паи-

1) Оценим G, содержащей точку дптнпмума /(т), была
П. под ^ цекоторое число. По лемме 1, тело, имеющеемепьшая ширппа

не больше у(а / ^
гтятт попем поыпжеипя размерности, предложенный в [5] для

* Еслп лспользовй^ фигуры малой площади «аппрокспмпрующпм» отрезком)
п = 2 (замена выпукл обойтись без этого предположения. Однако такой
в общем случае, то J излагаемый в данной работе,
путь менее конструктивен,
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п

объем V ^ (а//С)"(-у^ / ^!)i шпрппу h ^ Уп\У ^у{а/К). Следо¬
вательно, нам достаточно сократить объем до величины у” (а / JC) ” (1 / /г!).
По [4] для этого потребуется не больше вычислений, чем

Ку 1
а / у

К

(
=Cnbinl -hE (6)71}П а

где константы Dn и Еп зависят только от п, но не зависят от а. Область,
которая получится после этих вычислений, обозначим G

2. Пусть наименьшая ширина h области Ga удовлетворяет неравенству
/г [1/(3?г — 2)](а/^С). Проводим семейство гиперплоскостей
Е П Ga А ж L перпендикулярны отрезку h. Обозначим через Li* сече
ние Zifl-Pa, где Zri 6 {Х<}, Ра — проекция Ga на некоторую гиперплос
кость L. Переходим к новой системе прямоугольных координат, нача
ло которой находится на однол! из концов отрезка h, а ось Хп совпадает
с направлением отрезка h.

Пусть на ii- = min/(x) = хг', .. ., х„') ■, па L2.' (х„ =
= х„") mm fix) = fix,", Х2", х„").

В силу выбора h имеем

а*

п~1,Хп") ...,Xn~i,Xn) \ ^ а/3/г — 2, (7)
X● 1

\f{^i"}^2",...,xi^uXn')—f{Xi",x2" <a/3« —2. (8)

Точки {xi, Х2, . . ., х'п-и з:п") и {xi \ хг ^... , a^n-i, Хп) могут, вообще
говоря, не принадлежать области G. Однако, как легко видеть, эти точхш:
принадлежат области Р при а / [Зтг — 2)^] <С 6, и, следовательно, нера
венства (7) — (8) выполняются.

Сло/ютв два предыдущих неравенства, получим

№.(*1",  x'Ll, х„') - fix,', х/,. . . ,x„-i, Хп')] +

п~и Хп") / {Xl", . .+ U{Xi\..
Так как оба

сл

г/
-1,Хп")] \ <2а/Згг-2..,а; ● } Хп

агаемых под модулем в неравенстве положительны, то

f(x"} х{\ я"_1, Хп')- f{Xi\ .

Сложив (8) и (9), получим

-иХп") -/{V,..

Итак, мы показали, что минимумы f{x) на семействе Li*, г = 1, 2, ,
отличаются друг от друга меньше чем на За / 3/г — 2. Отсюда легко по
лучить алгоритм нахождения точки х, удовлетворяющей неравенству (3).
Воспользуемся следующей процедурой. Построим некоторую гиперплос
кость Li е {L}. Применяя алгоритм статьи [4] к [п  — 1]-нерпой выпук
лой области Li*, локализуем точку мпнпмума в подобласти G
меньшей ширины h, не большей а / К{3п — 2).

Повторяя процедуру (?г — 1) раз, приходим к одномерной области —
интервалу длины, не большей а! К (3/г — 2). В итоге получим неравенство

fix) — f{x*) ^ {п — 1) За/3/г — 2 aj3n — 2 =■

где f{x) —вычисленное значение функции в точке х. При этом количест-
вычислений iV(a) функции f{x), достаточное для выполнения нера-

● ■) Xn~i, Хп') 2а/3/г — 2. (9)

//
\fiXi",.. п—1, Хп') I За / 3/г — 2.

X . ,хп● 5

Т1-1 наи-

а,

во



ОБОБЩЕНИЕ ПОИСКА ФИБОНАЧЧИ НА МНОГОМЕРНЫЙ СЛУЧАИ 935

зеиства (3), определится так
К

i\^(a) ^ {Стх Cn-i + ● ● ● + С\) In + D.а

Отсюда следует справедливость формулы (5) для пропзвольного п.
Аналогично доказьшается формула (5) для случая, когда допускается

вместо алгоритма статьи [4]Бычисление градиента f{x), только здесь
●будет применяться алгоритм, изложенный в [5].

2. ОБ одной ПОПЫТКЕ ОБОБЩЕНПЯ ПОИСКА ФИБОНАЧЧИ
av МНОГОМЕРНЫЙ случаи

в статье [3] осуществлена попытка обобщить поиск Фибоначчи для
■нахождения точки минимума строго выпуклой ф^чгкцпи с точностью до е
но каждой коорд1шате, используя одно известное свойство строго выпук
лых функций.

Рассмотрим случаи
определенная на выпуклой
что G есть едпппчпый квадрат

1= 2. Пусть f{x,y) — строго выпуклая функция,
области G,— для простоты предполагается,

п

Опеределим теперь функцию g{x)
g{x) =min/ а:,следующим образом:

у). Зафиксируем х, тогда f{x,j) явля
ется строго выпуклой фупкцпеи у.

При этом g{x), которая есть мини-
I'lyM строго выпуклой ф^ЩИЦПИ у для
каилдого значения х, может быть опре
делена с любой точностью одномерным
поиском Фибоначчи. Заметим, что для
каждого X, g{x) обладает следующим
известным свойством: g{x) является
строго выпуклой функцией. Апалогичио,
для выпуклой функции f{x, у) функция
ё(х) является выпуклой.

B^pa6o^'"\3rn()Wartfc^ Фибоначчи:

”4" я...»') п ^ ~ьрашшваем ^ минимума f{x, у) содержит прямо-
I/O Тслп/to, Uk) г/^ . мини

угольник [О, д:2]х10, 1J, г' ц х ГО И.
мухщ/(д:, у) X в г раз и повторяем процедуру, иаири-

Уменьшаем масшта rg содержит точку мини-

ш“и “еторент процедуры q раз отрезок Ах,, на котороммума j{x, У). JXpn к сократится до длины в первоначальном

вдсшта^е’'ТаГкшГно у^ловпю мы локализуем точку минимума f(x, у)

^о коорднпГтГм “ nj/ Iточностью до е, то g онределяется из этого усло-

”™ОбтеГ^Тптес™ вьгапслсгаш Л'(е), требующееся для определения
иощее кол точностью до е по каждой координате а:  л н

Ге™ ноТдТ1п/(1/е). Это следует из того, что колнчестГо вычпелеп^
фуикпм /(i, у) при ка^ь-дом фиксироваииом а: имеет порядок 1и(1/е), а

выбираемых точек по оси а; также имеет порядок In (1 / е).

О

количество

.к.
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Однако пзложопны!! выше алгоритм покоординатного поиска по дает
возможностп определить точку :мшпшума f{x, у) с точностью до е для
каждой координаты xtiij.

Децствптельно, рассмотрим семейство лпттп уровня произвольной стро
го выпуклой фуикдип f{x, у)^ ишнпмум которой достигается в точке
Р (х*, у') (см. рисунок).

применяя правпло 2 алгоритма, мы получили интервалы Iq и Ц' дли
ны 8. Пусть вычислены значения

=f{^i,¥q+i) П =f{Xs,¥g+i),где

Уя 5 Uq+i б ^q'-у я ^ Уя-i-i б Iя^

правила 3 алгоритма отбрасываем прямоугольник [хг, 1] X
X [О, 1] п продолжаем поиск точки мшгпмума /(х, у) на прямоугольнике
[О, хг] X [О, 1], так как /(х2, yq) >/(х(, ji q). Но, как впдио пз рисун
ка, точка Р находится в прямоугольнике [хг, 1] X [О, 1] и, применяя
дальше алгоритм к прямоугольнпку [О, хг] X [О, 1], мы пе приближаемся
к точке Р — точке минимума /(х, у).

Аналогичный алгоритм предлагается
который, очевидно, также не
функции с точностью

Если же

[3, 6] и для тг-мерпого случая,
приводит к нахождению точки минимума

до 8 по каждой коордшгате.
рассматривать изложсипы!]: алгоритм как алгоритм нахождс-
, удовлетворяющей условию (3), то в работах [3, 6] не рас

сматривается вопрос о толг, с какой точностью будет получено значение
минимума^ выпуклой функции, если поиск производится с точностью до 8
по каждои коордппатс. Ллгорпт.мы лпшимпзации выпуклых фупкций,
удов>четворяющпх условию Лпппигца, предлагаемые в третьем разделе,
являются модификацией вышеизложенного алгоритма.

3. АЛГОРИТМЫ ПОКООРДИНАТПОГО ПОИС1М

Пусть/(х, у) - выпуклая функция,
есть р-ттттгит*' ™ ^'ыиуклой области G. Для простоты продпологктг, что G
ест^едшпгчныи квадрат О < а: 1. О sS г/ =St 1. Поло^ш.м, х, = 1 - 1/т,

Щетъ g(Xf) = g(X2) = flxi, уЛ в(х') = f(x‘ I/') Для
алТнитч/r^^’ усяовшо л7штп„'ца,^ ™шпо ’ построить
алг^итмы нахо/ьдения такой точки (х, ?/), что /(х и) — f(x* ?/') < а.
„  ?(^|) и ^^2) одномерным поиском Фи^паччи.’ПустТпа
каждой ^терацшг этого поиска иа отрезках длины 1, принадлежащих лп-

rf'Г ^ ~ fn локализуются па хштервале 8;,. Пусть
П^1, Ук ) и ДХ1, у,, )—соответствующие значения /(х, у), полученные
на к и нтерацгпг этого поиска. Прежде чем описывать алгоритмы, рас
смотрим некоторые свойства выпуклых функций, которые мы формули
руем в леммах 2—5 . > х i i ^

Лемма 2. 1) Если f{x,, у,/) -f{x,, у,") > Ке,„
Т[з:,у) принадлехеит прямоугольнику [xi, 1] X [О, 1].

2) Если /(х2, Vh") — !{хи Ук) > Acft, то точка минимума fix, у) при-
надлежит прямоугольнику [О, хг] X [О, 1].

Лемма 3 1} Если О ^ /(xi, т///) —/(хг, уи") < Кгк  и ей < а] (1 +
го а) либо точка минимума /(х, у) припадлехеит прямоугольнику

[^1, 1] X [О, 1]; б) либоПх\ fI ) -/(х2, у,П

ПИЯ точки X,

то точка минимума

а.

* Доказательства лемм 2— 5 ввиду ограппчешюго размера статьи яо приводятся.
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2) Если 0^/(д:9, у,,") — j {xi, ук) <. Кгк и ел ^ а/(1 + rJ/iT, то:
а) либо точка мины-мума f{x, у) принадлежит прямоугольнику [О, хг] X
X [О, 1]; б) либо 1{х*, у') — f{xu Ук) < а.

Рассмотрим задачу нахождения минимума выпухчлой фупкцпп одной

переменной на отрезке [О, 1]. Пусть f{x*) =^min/(a:). Для нахождения
точки X* применяем одномерный поиск Фнооначчп. Имеет место следую
щая лемма.

Лемма 4. Пусть 6 двух последовательных точках Xi  и Х2 \Xi <6.xz),
полученных при поиске Фибоначчи, имеем

0</Ы < 0.1г.

Тогда, если в следующей выбранной точке хз вььчисленное значение
i) таково, что f(xi) либо 0-<./{хз) /(^i) се/г, тоfi^s)

РассмотрНйГ'задачу нахождения шшпмума выпуклой функции f(x у).

1л) %’с1ь О < ficcu 1/Л -/fe.

^ 2) V-' Тх"у ‘Г< аМ/+л:
-Six,) С air + 2. Тогда, если О < П^г, Уг') - fi^u УП < 0.1П’ +
fix", 1/Л < 1/Л либо ОСПхг, Уз^)-f{x^, у,) С а, г{г +г),
/{a:i^I/iO — у1 ^ «●

пзложсишо двух

значения

то

алгоритмов покоординатногоПереходпм теперь к
Полояшм Xi =

2. Определяем g(xi) п g(xz) одномср-

поиска.поиска.
Опишем первый алгоритм покоороинатного

= 1 — 1 / ?', Ж2 = '1 / .
Пусть g{Xi) = f{Xi, 7/i), i

HUM поиском Фпбопаччп. „„„„
Пусть после одного шага иптеовале ег-

поиска точ

на интервале et, точка yz локализова с .

ка y

Сравним вычисленные значе У ’ ^Qj-да цз утвер?кдсния леммы 2
1) если J{X2, У2^) —/(^ь ч щшнадлеяшт прямоугольнику [О,

i локализована

следует, что точка мшнгму^ш J{ ^ Л г
X [0,1]; .4 тогда пз утверждения леммы 2
2) если /(д:1, I/i) —/(-^2’ 22 ; ^ принадлежит прямоугольнику

следует, что точка мппп.мума j\ ^ Jf

[^, а X [О 1]; ^ I < Jis, где б = min (е., ег). то сравня-
3) если \/{хи 1/1) U ИЛ'-

-  fiiTrUC то сравниваем с и е^: дри d ^ продол-
,   > се/ (1 + с <: 62 продолячаем поиск точки {х2, ji z);

жаем поиск точки у^) : щт

ваем е = шах
а) если е !

б) если 6 < а/(1 да прямоугольнике [xi, 1] X
/(^ь ур) ^/(^2, У2^) продолжаем поиск па прямо^тольппке
X [0, 1]; прп f(xi, ji i*) < 22 ^
[О , а-г] X [О, 1]. ^ ^ п раз, повторяем процедуру для вновь

Уменьшая Повторяем всю процедуру q раз, где q
полученного прямоугольни .
опреде.ляется из условия.

7'-я ^ а / 4/С.
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Оценим скорость сходимости алгоритма. Из описания алгоритма вид
но, что при фиксированном xi одномерный поиск на отрезке длины 1,
принадлежащем линии х = xi, осуществляется до получения интервала
длины е а/(1-}-г)/С Отсюда т{а)—колтпество вычислении функ
ции, требзтощееся для локализации г/{, определяется следующей фор
мулой: т(а) (1 /1п г) Id (1 / а).

Пусть g{x*) = ming(a:). Докажем, что если осуществлять двумерный
0<Х<1

поиск Фибоначчи до интервала {хи Х2) длины а / 4/С, то неравенство (3)
5удет вьшолняться. Действительно, если х" $ (a;i, x-i), то, как следует из
доказательства леммы 3, неравенство (3) будет выполняться. Пусть х* 6
б {х\, агг), тогда из результатов первого раздела известно, что g{x) —
— ё (^*) ^ За / 4. Так как х^ — = а / 4/С, то достаточно локализовать
точку [хи уч) на интервале ei = a/4/C, чтобы получить /(^t, z/i^)—

Количество q выорапных согласно алгоритму точек для получения ин
тервала (xi, Х2) длины, не большей а / 4/С, определяется формулой

1 1
1пgoo

In г а

Отсюда получаем результат, который сформулирован  в виде следую
щей теоремы.

Теорема i. Пусть выпуклая функция /(х, у), определенная на квадра
те, удовлетворяет условию Липшица. Тогда
покоординатного поиска

с помоицыо первого алгоритма
можно найти такую точку х, что будет выполз

пяться условие (3). При этом требующееся количество вычислений N{a)
функции f {х, у) определяется формулой

1  1
N(a) 00 1п2In^r а

Рассмотрим второй алгоритм координатного поиска. Основываясь на
леммах 5,' мож*но построить второй алгоритм поиска точки х, удовлет
воряющей условию (3). При этом алгоритме явное задание константы /С
не треоуется. Он состоит в следующем:

1. Сотласно одномерному поиску Фибоначчи, выбираем точки xi наоси X, Ъ — 1,

2. Определяем g{xi) одномерным поиском по оси у до тех пор, пока
не получим три последовательных значения f(xi у-^) (k=i 2 3)
ких, что W /, V . > /

та-

|/(^г, yi) —fixi, ji i^) [ < a/r(r-h 2),

\Н^г,Уг^) ?/i^) |< a/r(r + 2).

Здесь f{Xi, min /(x,-,
A=l, 2. 3

3. Сравниваем /{xi, jt i^) и /(xa, : при f{xi, ji i^) ^ f{xz, 1/2^) npo-
доли^аем поиск на прямоугольнике [xi, 1] х [О, 1]; при /(xi, ji i^) <
</(^2, г/2^) продолжаем поиск на прямоугольнике [О, хг] X [О, 1].

4. Продолжаем поиск по оси х до тех пор, пока не получим три после
довательные точки Xq, Х5+1, Xq+2, ТаКИб, ЧТО

\f{Xq, P5I) —/(Xg+I, r/gVl) |<a/r(r+2),

yg^)-f{o^g+2, ^9+2) |<а/г(г + 2),
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где f{Xg, yq^), f{Xq+i, Уд+l) и /(^g+2, Uq+l) —

одномерных поисках на линиях Х = Хд, Х = Xqj^i п  Х = Xgj^z П f{Xq, Уд^) —
наименьшее из них. Очевидно, что вышеуказанные неравенства будут
выполняться через конечное число шагов дву-мерного поиска Фибоначчи,

Аналогично теореме 1 доказывается следующая теорема.
Теорема 2. Пусть выпуклая функция f{x, у), определенная на квад

рате, удовлетворяет условию Липшица. Тогда с помощью второго алго
ритма покоординатного поиска можно найти такую точку х, что будет
выполняться условие (3). При этом требующееся количество вычислений
iV(a) функции j{x, у) определяется формулой

1  1
 1п2 —.

1п^ г

вычисленные значения при

7V(a)oo а

Если константа К известна достаточно точно, то для зюкорения сходи-
построить третий алгоритм, объединяющий первый п вто-'мости можно

рой алгоритмы. .
Обратимся к многомерному случаю. Пусть f\xi, xz,...,Xn) вьшутс-

лая функция, определенная в выпуклой области G. Для простоты пред
положим, что G есть единичный ?г-мерный куб: О ^ а:» ^  i = 1,
2,. . п.● 1

Определим фупгщпю g{xi):
min f{xi, Х2,.. .,Хп),g{3:i) =

Легко доказать, что g{xi) —выпухсаая функция.
Предполагая, что выпуютая функция f(xi, Х2, ...,Хп) удовлетворяет

■условпю Липшица, построим алгоритм для нахождения точки х, удовлет
воряющей условию (3). Пусть

72.● ?

= /(^12, ^22, . . . , ^i2, . . - 5 ^п2) .

g(^il) = f(^4’ ^21, ● ■ ● . ^iU ■

Приведем первый алгоритм покоороинатного поиска
1) Выбираем некоторую коордшиту, например коордпнат^ж„
2) Определяем x„i п ж„2 по формулам ж„, — 1 - 1 / т, xm-IJ г.
3) Определяем вЫ) и (я - 1)-мерным педском Фпооначчп

на (я-1)-ыерных единичньк куоах - сечениях - 2:,.
л-мерного единичного куба, локализуя точки ( ц, 21? ● ● ● ? т)
^22, . .,^^2) на (тг-1)-мерных параллелепипедах с наименьшей шпри-
пой h = а I (372 — 2)К и т. д.

Отметим что при первом алгоритме тг-шрныи поиск осуществляется41U хр — п! (Ъп — 2)К. Прпчелг, по координатам хи
Д  олучеиия Хп2 всякий раз до получения интервала

и Хп — XriZ
(^12,П

, Хп~1 ПОИСК о
ДЛИНЫ 8 ^ а / (г+

Аналогично двумерному
дена точка х, удовлетворяющая
количество вычпслеплп

случаю можно доказать, что тогда будет пай-
неравенству (3). Требующееся прп этом

(г-Ь (377-2) АIn-1— In"N{a)< аIn" г а

Отсюда 1 1
N{a)oo-I

111" —.
n" г а

i.
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Аналогично двумерному случаю строится второй алгоритм покоорди
натного поиска для ?г-мерного сл^^хая.

1. Выбираем некоторую координату, например Хп. Определяем Хп\. п
Хп2 согласно поиску Фибоначчи.

2. Определяем g{xni) и g{xn2) {п — 1)-мерпым поиском Фибоначчи
на {п — 1)-мерных единичных кубах — сечениях х = Xni и х = Хп2 ?г-мер-
ного единичного куба.

3. По каждой координате производим поиск вг.якпп раз до получения
трех последовательных значений фунх^цпи f{x) : Д,  Д и /з, такпх, что

l/i —/з|<р; Д = min(Д,/2, /з)●

Тогда в результате применения второго алгоритма значение минпм^'ма
f{x) будет найдено с точностью Рп, где ра определяется из следующего
рекуррентного соотношенпя; = (1 + г) -}-гр, Pi = ?-р. Выбирая р
из условия Рп = а, мы получаем решение задачи. Требующееся при вто
ром алгоритме количество вычислений А'(а) в ?г-мерном случае определя
ется по формуле

1Л-Л1 < |3;

А(а)со I

1
1п^ —.

n" г а
В заключение отметилг, что оба описанных алгоритма покоординатно

го поиска применимы и в дискретном случае, только точность поиска по
каждой координате не может превышать наименьшего расстоянпя между
точками сетки. Оценка количества вьтаислеиий та же, что п в непрерыв
ном случае.

Выражаю благодарность В. А. Волконскому, Г. А. Соколову
В. М. Тихомирову за ценные замечаипя, высказапиые при обсуждении
результатов работы.
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том IV, вып. в
а 1S О п О Л1 п к А
II Л1 л Т Е Л1 л Т П Ч Е с к II Е МЕТОД Ы

НАУЧНЫЕ КОНСУЛLTАЦИН

МЕТОДОЛОГИЯ РАЗРАБОТКИ МОДЕЛИ ТЕКУЩЕГО
ПЛАНИРОВАПИЯ ПРОИЗВОДСТВЕННОЙ ПРОГРАММЫ

НЕФТЕПЕРЕРАБАТЫВАЮЩЕГО ПРЕДПРИЯТИЯ

Н. Г. Г О Р Б А Т Е И К О

(Москва)

Применение экoиoмпкo-мaтe^raтIlчccкIIx методов в планпроваипп неф-
теперорабатывающен промышленности имеет давнюю псторпю. Первые
лсследоваиня в этой области начались 15—20 лот назад. Матерпальноп
ocHOBoii для этих псследованп!! явилось появление электроипо-вычпсли-
ТОЛЫП.1Х машин. CeiiHac в пефтенероработко с помощью эконоттщ-ма-

ЭВМ могут быть решс'пы самые разноооразныетехнологнче-
всей от-

тс.матштескпх методов н
задачи, начиная с тех, которые возникают при п^юведешш

«кого процесса на установке, п козниш задачами
расли как составной частя топлнвно-энс1иетнческого баланса стран
перспективу. Мы рассмотрим только вопросы, свя. <. П-ШЗ)
планированием производства па нефтеперераоатывающем J д

Интерес к нефтепереработке п, в частности, к
в том, что при решеипп задач текущего ^планирования р
уровне НПЗ или комплекса заводов напоольшее значение
иия людолирования приобретают татше особенности,
л'арактср технологических процессов и наличие в
6oHbnioi! вар].антпости в выборе техпологичоскнх
(режимов работы установок я
Это позволяет применить хорошо выбор опти-
которые не дают целочисленного решения, ко обесно™ают Р

”™rS‘S‘ ”5,=t«.
сочетать знания тех-

на

на

мальиого сочетания
Опыт показал, что

чзаппматься ннжепорно- вспециалистов
ТТЛIIЛУЧШИМ ооразомгическим руХчОВОДСТПОМ

с подлштио научной методоло¬●екпх методов. Это позволяет
нологнческпх oco6oiniocTeii ^далля
гпеп экономико-математического модели является в осиов-

Существуст миеппо, что ^Р^^ правил в лучшем слу^ше может
ном ннтуптивпым п что ‘’^^^^^^^.рлонис, в худшем же - быть серьезной
иметь очень огранпчеипое ^Р обстопт иначе. При разработке моде-
помехой. В деистшпелыюстн Д Накоплен уже большой опыт, ко
ли не требуется изобретать моделей различных НИЗ имеется
торый подтверждает, что в ра i
много общего.

В чем же заключается
TaKoii разработки, „„

разра

из ппх. Хотя такое разде
зрения выявления
разработке модели.

ботка модели 11113? Выделив ряд этапов
подробно содержание н значение каждого
- на этапы условно, оно полезно с точки

конкретных задач, стоящих перед исследователем при


