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ВВЕДЕНИЕ

Настоящая статья посвящена аналитическим методам расчета функции
распределепия времени вьшолпеиия комплекса работ. Предлагаемая в ней
методика является, па наш взгляд, более эффективной с точки зренпя воз
можностей построения машинных алгоритмов приближенного расчета
вероятностей.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Пусть задан сетевой график G, ориентированный на события, т, е.
ориентированный граф, дугами которого являются операции A,-j колгалекса,
а вершиналга — события р,-, i, j = О, . . . , Среди вершин одна ро является
начальной (не имеющей входящих дуг) п одна p,v — конечной (не имею
щей выходящих дуг).

Предполагается, что продолжительпости выполнения отдельных работ
являются независимыми случайными величинами с задаипыми распределе
ниями вероятностей Eij{t). Требуется по Рц{Ь) продолжительностей  выпол
нения работ Aij найти распределение F(t) продолжительпости выполнения
всего ко>тлекса работ в целом.

В дальнейшем ирнпадлежиость распределений классу законов (3-распрс-
делення или другому подобному классу не требуется, однако на на¬
кладываются некоторые не очень жесткие ограничения, которым, в частно
сти, удовлетворяют нормальное распределение, Р-распределение и любое
распределение с конечным интервалом возможных значений случайной ве-
лпчппы.

Сформулированная задача рассматривается для сетевых графиков сле
дующего специального впда.

2. ОГРАНИЧЕНИЯ НА СТРУКТУРУ СЕТЕВОГО ГРАФИКА

Допустим, что сетевой график мояшо представить в виде последователь
но или параллельно соединенных независимых блоков, из которых каждый,
в свою очередь, может быть представлен в виде последовательно или парал
лельно соединенных субблоков и т. д. до таких, которые могут быть пред
ставлены в виде последовательно шш параллельно соединенных элементар
ных работ.

Определение. Совокупность последовательно выполняемых работ,
пе являющуюся частью другой такой совокупности, назовем блоком пуле
вого порядка; блоком работ к-го порядка — совокупность блоков порядка
менее к, соединенных только последовательно или только параллельно, ие
являющуюся частью другой такой совокупности. Максимальный порядок
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блока, содерлчащегося в сетп, назовем порядком сетп. Очевидно, едпнствеи-
ным блоком максимального поряд1-;а является вся сеть. Таким образом,
предполагается, что заданная сеть может быть представлена как блок я-го
порядка.

Из незавпспмостп продолжительностей элементарных работ вытекает,
что продолжительности выполнения любых двух блоков работ независимы
прп условии, что ни одни пз этпх блоков не является частью другого.

3. ОБЩАЯ СХЕМА ВЫЧИСЛЕНИЙ

Если два блока (в частности, две работы) выполняются последователь
но, то время выполнения объединения этпх блоков равно сумме времен
выполнения отдельных блоков, а если параллельно, то максимуму этпх вре-
лген. Поскольку времена выполнения блоков работ, пз которых нп одпп
является частью другого, незавпспмы, то функция распределения для про
должительности объодпнения последовательных блоков равна композпцпп
функций распределения для продолнчптельностп отдельных блоков, а функ
ция распределения для лродоллштельностп объединения параллельных
блоков равна произведению соответствуювдих функций распределения. Сле
довательно, при сделанных предположениях о структуре сетевого графика
функцию распределения для продолжительности выполнения всего
комплекса работ можно получить как конечный результат рекуррентного
процесса, в котором функции распределения для блоков к-то порядка вы
числяются по фуккцпялг распределения для составляющпх блоков мепьшпх
порядков путем суперпозиции операций сверткп п умножеппя.

4. ЗАТРУДНЕНИЯ ПРИ РЕАЛИЗАЦИИ ВЫЧИСЛЕНИЙ НА ЭВМ

Два рода трудностей возникает при выполненпп указанных операций
па ЭВМ. Во-первых, ограниченный объем памяти (в особенности, оператив
но!]:) накладывает ограннчсння па объем пнформацпп, хранимой в процессе
вычислений. Во-вторых, ограниченное (хоть и очень высокое) быстродей
ствие ЭВМ ставит опредолснпые рамки для количества вычислительных
операцшк прп решении задачи.

С ЭТ011 точки зрения затрудпенпя вызывает операция сверткп, тогда как
ушюжение фупкип!! не составляет особого труда. Для вычпслеппя зиачо-
ппя свертки двух функций в одной точке требуется проиптсгрпровать
нропзводепие. Число таких точек для достижения приемлемой точности
представления свертки должно быть достаточно велико.

Предлагаемый minte алгоритм учитывает эти трудности п дает возмож
ность в определенной мере обойти их. Он основан на нспользованпн разло-
жошн! плотпосте!! распределения в обобщенный ряд Грамма — Шарлье
типа Л, т. е. по функциям Эрмнта. Каждая плотность аппроксимпруется
отрезком такого ряда. Это дает возможность хранить в памяти машины
формацию о плотности в «сжатом» виде: требуется хранить некоторое чис
ло первых коэффициентов ряда н еще два пара.метра (см. ниже). Кроме
того, с помощью лемл1ы 1 удастся свести трудоемкую операцию сверткп
функции к несложным алгебраическим операциям над коэффициентами
разложения п параметрами рядов. Каждая операция сопровождается оцен
кой точности ее результата. Заметим, что в [1] для приближенного пред
ставления плотностей распределения на интервалах продоллштелыюстп
предлагается пспользовать полшюлш.

По-видимому, класс фуикци!! Эрмнта является более естествепиы.м для
представления фушицш распределения, чем класс полшюмов. Использова
ние обобщенных, а не обычных разложеипй Грамма — Шарлье позволяет
более точно представлять плотности распределения прп том же количестве
таеиов аипрокепмацпи.

не

пх

пн-
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5. ПРЕДПОЛОЖЕНИЯ ОТНОСИТЕЛЬНО ФУНКЦИИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПРОДОЛЖИТЕЛЬНОСТИ РАБОТ

Рассмотрим класс К фуякцпй, где для каждой функции j{x) 6 К су
ществуют такие вещественные числа а, сг > О, что

СО (л-о)»
202 ОО .

—00

Иначе говоря, класс К представляет собой теоретпко-множественное
объединеппе по всем вещественным а, о всех функций из пространств

сг))? функций, квадратично суммируемых с весом
причем

1
% {х, а, а) = 2о2—7=— е

У2кй

Предполагается, что для распределений Fij{x) продолжительностей ра
бот Ais существуют плотности /,-Даг) р= Fi/(х), ^{х) б К.

Поскольку каждая функция ){х) класса К принадлежит некоторому
пространству Z2(i|3o“4^» сг))> ее можно разложить  в ряд по функциям

(-l)V
фо”’ {х, а, а)^

образующим полную ортонормпрованную систему в пространстве

фп(а^, а, о) =
Уи1

f(x) = о), (1)
AsO

где

J f{^)'Фк{х,а, а)фо"^(5:^а, o)dx. (2)=

Ряд (1) при а = о, а — 1 называется рядом Грамл1а  — Шарлье типа Л.
При произвольном а, о будем считать его обобщенным рядом Грамма —
Б1арлье.

6. АППРОКСИМАЦИЯ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Для вычисленпй на ЭВМ плотности распределения аппроксимируются
конечным отрезком оооощенного ряда Грамма — Шарлье. Отметим некото
рые свойства таких аппрокслмацпй. Пусть

АаО

N

f^ix) = ̂ au-\}i>k{x,a, а).
А=0

●плотность распределения вероятности. Тогда: 1) коэффицнешгде f(x)
йо равен 1; 2) имеет место равенство

fN{x)dx = 1;
— 00
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3) все моменты функций f{x) п fsix) до iV-ro порядка совпадают,
какими бы ИИ были а и о;

4) норма погрешности аппроксимации f{x) функцией /л-(^) равнаN

S
Утверждение 1) следует непосредственно из (2) для А: = 0 и из того,

что f{x)

2

В1(Фо^ (ж.а.о)) к=о

плотность распределения.

■i^k{x)dx = 0(/с > 0).Утверждение 2) вытекает из 1) и равенств
^со

Чтобы убедиться в справедливости 3, заметим, что произведение фо
являются полиномами степени не выше к] в силу (2) коэффициенты
являются линейными комбинациями моментов к-то поряд1{а с коэффициен
тами, равными коэффициентам соответствуюшцх полиномов Эрьшта. Ввиду
невырожденности матрицы, составленной из коэффициентов полиномов
Эрмита, совпадение лилейных комбинаций ак моментов для функций j и f
влечет за собой совпадение самих моментов.

Наконец, убедимся в справедливости 4).
Ввиду ортонормпроваиностп г1)^(а:, а, а) имеет место равенство Парсе-

N

валя
со

(3)
2 1

А=0

нричем

Zii/nLV‘ (х.а.о))
А=0

поэтому

= 11/ - Ы =11/11^-\\иг =11/11= -Yj
kzsO

При последовательном вычпсленпи коэффициентов можпо на ^кажд^
шаге получать иорлгу погрешности En+i = бп йп+ь тДб So 11/11
= №-1.

в силу (3) при достаточно большом N погрешность
ше любого наперед заданного числа при любом п

Близость плотности / и /n в смысле метрики А-гС^о [х, а, о)) влечет
X

собой близость функции распределения i?(a:) = j функции

становится мень-

за

-■00

X

(а;) = JFN
— 00

имеет местоДействительно X

Лемма 1. Если II/(^)-/W lU'i ™ =

?W= I nt)dt имеет место равномерно по х

—СО

—со
|F(a:) — .Г(ж) I < е. (4)
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Доказательство.
00

ъ
\F{x) — F{x) 1 =

«СО «со

в силу неравенства Коши — Буняковского

М\dt^ if — f) -^o-^dt я|5о dt^

но
со со

= 1: I/ — —II/ —fP-
«СО

Таким образом, \F {х) ~Р{х) | < II/ — f(| ^ е.

7. ФОРЙГУЛЫ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ КОЭФФИЦИЕНТОВ
РАЗЛОЖЕНИЯ СВЕРТКИ

Приведенные ниже формулы дают выражение для коэффициентов
свертки п произведения двух функций плотности через коэффициенты их
разложения в обобщенный ряд Грамма — Шарлье.
^ Лемзш 2. Пусть /i6/^(a,, Hi); fz^K{a2, Ог), где К{а, о) =

●Б2('фо [х, а, а)). Тогда свертка /i^/г принадлежит К{й2, Сз), где аз^=‘-
со

= «1 + «2, Сз = Убр~}~ и если /i = 2 =^1)1/2 =
Г1=0

00

2 Рп’Фл U2, О2),
п=0

то

=  {х, аз, Из),
ПавО

причем
п

У^г!=Е ал|3 п—А*

'^к\{п~к)\ЛзО

Доказательство. Рассмотрим

/з(^) =Л(^)>кЛ(х). (5)
Разложим fi(x) и и(х) в обобщенный ряд Грамма — Шарлье п приме

ним к вырая^еиию (5) преобразование Фурье (см., например, \2]). Пре
образование Фурье функции -фп {х, а, а) пмеет вид

00

(I) = j[ (2^ a, 0) е^^Чх =
Vnl—00

в результате преобразования Фурье (5) получим
CD

2  V б^(— 2
—■ — 2j  ZT=Yi\

7l+ft
( — ;:|)n+ftg{5(a,+a,)g^3 — 2 - (6)yitiYnn,ft=o /=0
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где Аз = Ci + аг\ Оз = + Ог,

ул
Cl =

ik\{l-k)\

Последнее выражение представляет собой преобразованпе Фурье ряда

ft=0

У', а„ Оз).
1=0

Лемма 2 доказана.
Следствие. Если

=  «2,. аз),
(a;) = ̂ a„\l3n(a:,ai, о,),

('ч)/:
/;=0,1=0

ТО

fts

/f [х) = Ci-il)! (д:, аз, Оз), (7)
t=0

где аз = а, -}- а,; Оз = Уа,^ + Оо^; А:з = А:, + /г.;

уг!
GhPi-h.Cl —

ik\(l — k)\

(7) следует непосредственно пз (6) при а„ = О (?г  > ki); ph = О {к> к-).

8. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТЕЙ
ПРИ ВЫПОЛНЕНИИ ОСНОВНЫХ ОПЕРАЦПЙ

Если ДЛЯ всех л: 6 (— оо, оо) выполнены неравенства

Fzix) ~ Fz{x) I < б2,F,(a:) — Fi{x) I < 8i,

где Fi{x), i = l, 2 — функции распределения, то для произведепнй
функций Fs{x) =Fi{x)Fz{x), Рз{х) = Fi{x)F2{x) и для композиции
F,{x) =F,{x)^F2{x), Р,{х) = Р,{х)^р2{х) имеют место неравенства

I Fs (х) ~ Fs (х) 1 < е, + 82, IF, {х) — F, (а:)  | < е, + Вг. Действительно,

iFzix) ~F3{x) \ < \F,{x) [F^ix) - F2{x)]\ \Fz{x) [F,{x)-Fi{x)]\

^ \F2{x) — Fz{x) 1 4- |F,(a;) — Fi{x) 1 < 8i + 82,

Рг{х - y)dF,{y)-

J  — j l^i{x — y)dF,{y) +

Fz{x — i/)d^"2(y)—j — y)dFz{y)

e2^^F^(г/) +j e, d^^z(r/)= 81 + 62-

00

\F,{x)-F,{x) \C. '

+
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9. АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЙ (АЛГОРИТМ А)

Полученные выше формулы н оценки позволяют построить следующий
алгоритм приближенного расчета функции распределения времени выпол
нения коьшлекса работ, представленного сетевым графиком.

При описании алгоритма для простоты будем считать, что машинными
погрешностями округления, погрешностями, возпикающимп при вытасле-
нпи значений элементарных функций п прн численном интегрнрованпп,
можно пренебречь. Соответственно усложнив алгоритм, можно учесть и этп
погрешности.

Пусть задана точность г, с которой требуется получить искомое прибли
жение F/^Цх) функции распределения Ft(z)

(8)

Алгоритм А состоит в следующем.
1. Определяем границу погрешности, соблюдение которой при каждой

операции свертки, умножения или аипроксимацпц функции конечным от
резком ряда Грамма — Шарлье обеспечивает задаипую точность результа
та, т. е. (8). Для этого достаточно выбрать 8 = е  / N, где JV — суммарное
количество работ и блоков всех порядаюв в сети.

2. Вычисляем коэффициенты аппрокспмацпп функций распределения
продолнштельностей работ отрезком ряда Грамма — Шарлье (аппроксима
ция с точностью до 6, за исключением работ, составляющих самостоятель
ные блоки пулевого поря/Цча). С этой целью выполняем операции по вычис
лению; 1) математического ожидания продолжительности работ =

= ̂ где L — отрезок оси, на которой/./(ж) > 0; 2) дисперсии

продолжительности о,/ — x%(x)dx~ai/; 3) нормы =

4) [е'"']^=||/Р-1./о ^0 (ж, Hij) dx’,
L

Если [.eS/p <C 6^ TO аппроксимация f,j ограничивается одним лишь чле
ном ij:o{2:, dij, Hij). В противном случае полагаем А: = 1 и переходим к 5); вы-

а, ст)я|5о“‘(2^»^> a)dx; 6)чпсляем коэффициент ib) вычпсляехгa,j

Еслп е,ц <С б, то чпс.ло членов аппроксимации равно к\ запоминаем
коэффициенты

переходим к 5).

Поскольку ряд Грамма — Шарлье сходится, то >0

цикл операций завершается при некотором конечном к.
3. Вычисляем коэффициенты разложений в обобщенный ряд Грамма —

Шарлье и параметры ряда для функций распределения продолжительно
стей выполнения блоков нулевого порядка. Поскольку каждый блок нуле
вого порядка является объединением элементарных работ, выполняемых
последовательно, то это вычисление может быть выполнено с помощью (7)
для параметров и коэффициентов разложения свертки.

(0 (ft)
в противном случае увеличиваем А: на п■ ■ > ^0 ;; 1 ●

И описанный
ft-»co
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После вычисления коэффициентов последней свертки для блока отбра
сывается группа последних коэффициентов, определяемых прп условии,
чтобы сумма их квадратов не превосходила б^

4. Полагаем S1= 1.
5. Вычисляем коэффициенты разложения в обобщенный ряд Грамма —

Шарлье для блоков s-ro порядка.
Если очередной блок s-ro порядка является объединением последова

тельно выполняемых блоков меньших порядков, то вычисления произво
дятся с помощью (7) для сверткп. Отбрасывание коэффициентов произво
дится так же, как и в п. 3. Если же блок s-ro порядка является объедине
нием блоков меньших порядков, выполненных параллельно, то с помощью

вычисляются значения функций распределения(2) и

\

h=0

точностью до бп производится их улшожение, а затем аппрокс1[мацпя с
в порядке, описанном в п. 2.

6. Увеличиваем s на 1, и если s < п, то переходим  к п. 5. В противном
случае вьгчисленпя закончены.

10. ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ АЛГОРИТМА

Теорема. При вычислении приближений функции распределения Ft{x)
по алгоритму А погрешность аппроксимации не превышает е: 1Гт(а:) —
— < е, где Ft{x) — функция распределения времени выполнения
комплекса работ; Ft(x) — результат вычислений по алгоритму А.

Доказательство. Проведем его с помощью индукции по порядку
сети. Если сеть представляет собой блок нулевого порядхш, то погрешность
вычислений по алгоритму А не превышает е. Действительно, общее
чество работ и блоков равно в этом случае М 1, где М — число работ.

Погрешность аппроксимации каждой работы отрезком ряда Грамма —
Шарлье, согласно алгоритму, не превышает б. При вьшолнении операции

■■ 1 эти погрешности сюхадываются. Следовательно,
вычисления последней сверткп равна МЬ. Кроме того, допол-

коли-

свертки в силу леммы
погрешность
нительная погрешность возникает при обрыве полученного отрезка ряда.
Таким образом, общая погрешность Мб 6 = N6.

Предположим, что для блоков порядка не выше к погрешность не пре
вышает iV6. Докажем, что это справедливо и для блоков порядка (А; -f 1).
Действительно, блок порядка {к -|- 1) представляет собой объединение не
которого количества s блоков меньших порядков, выполняемых последова
тельно или параллельно.

Если через iV,-, i = 1, . .., s, обозначить число всех работ и субблоков
г-го блока, то, согласно предположению индукции, погрешность вычисления
функции распределения ^го блока равна NS. Прп выполнении операций

погрешность результата не будет превьппатъумножения пли свертки

дг. Затем при обрыве отрезка ряда Грамма — Шарлье доба
isl

погрешность б, и в результате погрешность вычисления функции
распределения для продолжительности рассматриваемого блока не превы-

общее число всех работ и

1=1

вится

(£№+1) 1=1

субблоков рассматриваемого блока {к-\-1)~то порядка. Таким образом,
я для блока (fc-f 1)-го порядка оценка N6 для погрешности справедлива.
7  Эковомяка н математические методи, М 2

. Носит 5
1=1
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Для всей сети, представляющей блок ?г-го порядка, погрешность аппрок-
симацип не превосходит

N6 = N —
N

= 6.

Теорема доказана.
В алгоритме Л, очевидно, можно принять пную систему «распределе

ния» погрешностей по операциям, прп которой погрешность конечного ре
зультата такнче не будет превышать е.

Например, можно погрешность вычисления функций распределения для
продолжительностей блоков поставить в зависимость от порядаш блока: чем
больше порядок блока, тем больше и погрешность, вносплгая прп отбрасы
вании «остаточного члена».

В частности, можно принять следующую систему, для которой описан
ная выше является частным случаем (при = 1): работы аппроксимиро
вать с точностью до б, а блоки к-то порядка — с точностью до Дока¬
занная выше теорема остается в силе, еслп в формуле б = е / N под N попи-

п

й = _1

ооозначено число работ. Например, прп q = 2 погрешность аппрокси
мации блоков нулевого порядка вдвое превышает погрешность аппроксима
ции работ II т. д. Вместо можно взять любую другую возрастающую по
к последовательность q{k).

Аналогичный алгоритм преобразований с аппроксимациями и оценками
погрешностей молшо построить для полиномов Чебышева влгесто функций
фп(^, л, о), если предположить, что плотности исходных распределений яв
ляются финитными функциями, а полиномы Чебышева
на передгенном интервале.

где Nh — число блоков Аг-го порядка.мать величину а черезку

N— 1

рассматрпвагатсг'
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