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ОБ ОДНОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ

А. И. СОБОЛЕВ

(Л^енииград)

Рассмотрим следующую w-продуктовую модель экономики. Пусть
количество /-го товара в момент времени t\ Xjk{t) —количество А;-го това
ра, используемого как капитальный ресурс для производства /-го товара;

скорость производства /-го товара (^) = b^Xjk (i).
h

При производстве единицы i-ro товара необходимо затратить йц едиппц

/-ГО товара. Тогда скорость потребления /-го товара

Таким образом, скорость накопления /-го товара равна

bjhXjk{t) bihXikjt).
h  i fc

Кроме того, должны быть выполнены условия

Xi =

(1)

i

(2)Xj

(3)

{л:Д0)} II конечный момент времени Т,Если заданы начальные условия
то эффективной траекторией {x,{t)} будем называть такое решение систе
мы Ш-О) при начальных условиях (гДО)}, что не существует дру-

решехшя Для которого х^Т) < xs{T) и хотя бы д.тя одного /

^'^а^мотртм равновесное решение системы (1) —(3), т. е. решение вида

того

(4)л:,ДО =Уце'"-,  Xi{t) =

Подставив (4) в (1) (3), получим

h  < л

^ihUiktyVi

(5)

Ун,

Нас интересуют ненулевые решепия системы (5) и при этом жела
тельно, чтобы у было максимальным. Поэтому будем искать ненулевое ре-
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шенне задачи у* = max у,

bihl/ih (6)

Рассмотрим также задачу об отыскании такого ненулевого вектора р и
числа б*, что 6* = min б,

А

(7)

Очевидно, (7) всегда имеет допустимое решение.
Теорема 1. Пусть А = \\ац\\ ^ 0; В = ||fe,-ji| > 0. 5 каждой строке мат

рицы В есть ненулевой элемент. Матрица А неразложима и все ее собст
венные числа по модулю строго меньше 1. Тогда задача (6)
малъное решение. При этом у* = б* > 0.

Доказательство. Покажем сначала, что задача (6) имеет допусти
мое решение с у >> 0. Для этого выберем произвольный строго положитель
ный вектор V и решим систему

имеет опти-

V = и{Е — А) (8)
относптельно и.

^  условия, наложенного на собственные числа матрицы А, система
(8) имеет решение и ^ 0. Так как и > 0 и в каждой строке матрицы В

> о для любого г. Кроме того, такесть положительный элемент,

как и =7^ о
UiЕ- Е

}

Положим

/Е
i

Ун =

1 —1

у =

Имеем

Е bikPik Ht,

vE^«= (Е Ut YL UiVj

‘ E ‘ Ev^bii Vjbii
}

E bj^y^h bikPik-
i  ft

Кроме того, так как и. ^ 0, {у,;} является ненулевым решением.
Пусть теперь {y,j}, у > 0,— допустимое решение задачи (6) и р, 6 —

допустимое решение задачи (7). Покажем, что у ^ б. Для этого просумми-

aijUi —= щ —



267ОБ одной динамической модели

руем неравенства из (6), домиожпв их на С учетом условия (7) полу
чим

i

J  » ki  i hi

jitPi

ih 3

(6 —y) У,Р^У Уа>0.«z у Hiy%hPh
ih 33

z-z ji ij > 0. Пусть z-z yij = 0, Тогда О —Покажем, что
;3

(Pl.— ^ ^ ^ !/,,.Z-Z Если= б Ун =
Ih 33

Z = 0.●= о, то
i

|. Очевидно, М=?^ {1, . .Пусть ДГ = |t . , ?г}, так как^н Ун — о в

3

Уо = О- Кромепротивном случае в силу того, что y > О, мы нмелп бы
iS

для j ^ Мтого, io б М, следовательно, М ^ 0. Из неравенств (6) видно,
п i ^ М ац = 0. Но это означает разложилгость матрицы А. Следовательно,z^« У,Уо ^ Q для любого го- Но тогда (Е — А)р

что

= д, где д — неполо-
3

жительиый вектор. Из условия, наложенного па собственные числа матрн
цы А, имеем —у = {Е — Л)^,гдер^0; {Е — Л) (р + р)  = 0, т. е. 1 явля-
-ется собственным числом матрицы Л. Полученное противоречие показывает,

Z-Z
)  i

Ун^ 0. Таким образом, y ^ б. А тогда существует конечныйчто

и после-sup Y- Выберем последовательность y»*» сходящуюся  к у* = sup у,

довательность соответствующих пм векторов Неравенства (6) одно

родпы первой степени,
пыми, а тогда, в силу компактности, можно извлечь сходящуюся подпосле
довательность. Предельный вектор {y,j*}, в силу непрерывности, будет
соответствовать у*> оптимальным решенном (6). Аналогично су’-
ществует оптимальное решение (7).

Пусть Y* ” б* взяты из оптимальных решений. При у* пе сущест
вует требуемого решения системы неравенств (6). А тогда по теореме
Гейла об альтернативах [1] существует ненулевое неотрицательное реше
ние системы (7) с 6 = у. Так как можно считать, что 1р. = 1, то, в силу

непрерывности, система неравенства (7) будет иметь решение п при б =
= у*, т. е. б* — Y*-

Поэтому векторы {уь]) можно считать нормирован-
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Следствие 1. Для оптимальных {у,/}, р*’.

= 0;Pi
h h

● (v'Pi*

i

Теорема 2. При условиях теоремы 1 р* > 0.
Доказательство. В

кое 7(0. что b„(i)P*j(i)>0.

Т Pi(i) ~ {Pi S ̂ ikPk) -

^ Pi* dikP
Ун

k

Следствие 2.

силу следствия 2

к
Так как b^i) > 0, то

k* ^ j
= 0.

 для любого i найдётся та-
Так как то ПО следствию 1:

' — (v*/&ii(o)Pxo + У^, O-ikPh*.Pi.

Если L - {j|pi* = 0} {L^ TO для i 6 L, k^L,
laK как A — неразложимая матрица, L — 0.

Вернемся теперь к системе (1) — (3). Пусть заданы
{a:i(0)) и пусть {aJi(i)} -
вала времени [0, Т]. .

Введем обозначения

1 "'г ^

начальиые

1 }аДТ) =

ал — 0.

 условия
какая-либо эффективная траектория для интер-

■^J Mt)а<ДГ) = е~'^‘ dt.
о

Величины а,-(Г), (Т) являются средними
на интервале [О, Т]. Сейчас

a.-i значениями Xi (t)
докажем теорему о сходимости

условия теоремы 1. Пусть для оптималь-
у существует единственный набор {^j}, при котором система (5) име

ет решение. Если начальные условия {л^ДО)} таковы, что хДО) ^ су^, где:
с = const > о, то при Т оо для любой эффективной траектории (аДТ)}
с точностью до скалярного множителя стремятся к .

Доказательство. Докажем сначала, что

Xii{t)e
а, (Т) к yi\

Теорема 3. Пусть выполнены

-yt

ного

^аД2’)>0.
lim (9)г->.

Пусть это не так. Тогда^ ^ найдется последовательность Тн
довательность эффективных траекторий {а;/‘)(г)} , что

оо и после-

’'а

■yt 0.Eft
к-*-соi

Пусть Ми — |г
(ft)

^2е.}п [0, Ти].Xi {t)e~yt Множество Ми — не-
j
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лусто, так как по теореме о среднем

^  ) е
e-v' dt — -v«

о  i i

-тде t 6 [0, Th]. Пусть = sup Mn, тогда

EuTh ^ (t) e~'^‘ dt ^
(h)

Отсюда и S4^’’(£i)'^'^)^2efce
^

0  i lO>) '
0

(k)
.о

 3

dt 2ca {Ta — £o )_vt(
I

1

 Поэтому можно выбрать

такое т = const, что пщ К. Рассмотрим следующую траекто¬
рию на промежутке [0,4^^ — т]:

Xi{i) = сг/зб'"; хц{г) = суце'^‘,

— т Sj(£o ^ — т) = c|/j Теперь надо про-

IfW ^ .WnL‘0 —Т, £о J.

-ложительный вектор z = (zj, . . . , z„) и найдем вектор w ^ О, удовлетво
ряющий системе z = и{Е — А).

Положим

(Ю
В момент времени U

Для этого выберем строго по-должить траекторию на

(

(ft)

)"■I Ui1
ь^{ьГ — %,tf ].

‘ z Vibii
}

Тогда

(0— bjkXjh{t) ^^6,Aa:,A(£) —Xi

k A

(Z Ui(ft)

j

}

тде
Zj > 0.Cj =

i

i
i>.\ (ft) P I

j (£o ^ — T + £) = cz/j e^<‘» + Cj e^(‘«
( (ft)ft ) (ft)

-T)^c.eV{‘o -^)£.dt = cy,X

0

Следовательно,

^i(fS *) ^ CjT '-■');
(ft) (ft) (W.

(-’)-2eA с^те-^" —28a).
v«= e'»
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о, для достаточно большого к >-0

Теперь определим траекторию па промежутке ^ft]:

Xj{t) = xf^ (t) + Xj{to’'^) — (t).
Для любого / имеем:

Так как е*
любом /.

SS / т \ — f 'Р \ I X f \ W / .W \ / 'Г \
  Xj (ih)-}~^j(^0 ) {to )^Xj {Tfi)i

ЧТО противоречит эффектывностп Таким образом, (9) выполнено^
Домножим (1) на р* п просуммируем

У', ^ 3:jk{t) bjkPi* — y^Xik{t)biky^p*aii =
} jVt fft ;

Mi) bik ( pr - ̂  pra,)j <ih i

1

ih3

(10>

Обозначим w{t) = e~'^‘ ^pj’Xj{t). Тогда в силу (10)
3

w {t) = e--^' ^ ^ p^i{t) - Y ) ^ 0 и так как p* >0, Xi{T)e~'^'^ ^
}3

1  r 1
Xj{t) e“'’' dt^ const. Теперь Oj (Г) = д:Д0) —Xi{T) e_vr 4-T J Ту L0

r
1

+ j*Xi{t)e~'^‘ dt TyL0

T

O h i h (t))dty+ bihXiJt

T. e.
Xi{0)~Xi(T)e

-yT

Y«i(T) = T
k i h

^а,ДГ)<аДП а.ДГ)^0.Кроме того,

Легко показать, что rZj(T) ограничено сверху, а тогда в силу (9) п едпп-
ствениостп решения системы (5) для любого е > 0 существует такое Т,
что

аДТ) УзЕ
Е“^(^) Е Уз}

3 3
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