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ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ РЕСУРСОВ

м. п. С у га К Е в И ч

(ЪТоспва)

Пусть заданы _ дифференцируемые функции /,(хй, /= 1, 2, . .., к, выпуклые
вниз, так что (х^ — монотонно возрастаюпдие функции х,. Требуется отыскать
набор значений х,* (план), удовлетворяющий условпя.м

J
к

= С (1)
j=l

U

7 = 1, 2,. . . , А:, (2)
к

Lи обеспечивающий минимум функции цели задачи F — /i

j = i

Во-первых, невырожденным линейным преобразованием
Р (‘Tj “ аЛ

можно
Pi — “i

условпе (2) единым для всех х,- условиемзаменить

(2')
Условие (1) при этом примет вид

к

djXj — Су dj > О, (П/ = 1, 2, . . ., к.

Положим далее djXj = zj. В результате этих двух лпнойных преобразований сохра-’
няется выпуклость функций fjixj), ибо при Xj^Xj монотонность (и непрерывность)
и (^i) не нарушается. Так как F(xi, ха, . . ., Хк) = F{xi, х^, . . . , Хк), то задача свб-

л

дится к отысканию плана х^, 7 = 1, 2, . .. , /с, минимизирующего сумму

при ус.човиях
к

(П, = с
i = i

П

.  .. О ^ х^ < |5j, (2")
т. 0. к решению обычной задачи на условный экстремум с дополнительным ограниче
нием (2").
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Без учета (2") дело сводится к минплпзацип функции аго,. . . , X) =
л h

).
завпсящей, помимо Xj, / = 1, 2,. к, еще п отXj — С

j = i

неопределенного множителя Лагранжа X. Оитимальпып для этой задачи план xj* и
Я* находится в виде решения системы уравнений

j = i

дФad)
= 0,о, / = 1,2, . . к; дХ● ?

дх^

в данном случае пртшмающен вид

/г' (х:) + Х = 0,
/,'(тг) + Я = 0,

(3)

ff,'(Xf.) + X = 0.
к

,● = с.
i=i

Однако может случиться, что не все компопеты Xj* решения системы (3) (пла
на (1)) будут удовлетворять условию (2"). Назовем модуль разности между коашо-
нентой XI*, по которой нарушается условие (2"), и блшкайшпм к ней предельным
значением, выбросом колшонепты xi* за это предельное значение. Процедуру устра
нения выброса некоторой компоненты, заключа1ощ5нося в приравнивании ее блпн-сай-
шему предельному значению с последующим решением спстемы (3) при этом усло
вии, бзщем назьшать замораживанием компоненты.

Б этих терминах предлагается следующий алгоритм решения исходной задачп;
1. Решение системы (3) без учета условия (2") (получение первоначального

плана а:.*, xz*, х/,* (плана (1)).
m

2. Проверка плана (1) на выбросы. Определение Д; б;, где
<■=1

Ai — сум-

t

— сумма выбросов за pj.ма выбросов за О, а

7Ti 7П

£->£ б,-, то замораживание сразу всехб,-. Если3. Сравнение
1 11

m

£-<£^  аналогичных компонент с выбро-ко.мнопент с выбросами за О, если

£-=£ 6i, то заморажппаппо всех компонент с выбросамп безсами за Pj. Если
11

системы (3), так как старые значения незамороженных ком-послодующего решеипя
понент будут соответствовать оптимальному плану.

4. Повторение процесса 2 — 3, пока в решении не будут отсутствовать компо
ненты с выбросамп.

Корректность предлагаемого алгоритма основывается па следующем утвер¬
ждении. ,

Пусть КОЛШОНОНТЫ .Т(| ,
Xk* имеют выбросы Дь Д-, . . ., As за О, а компоненты xj*, xj*

Xi/, . . . , первоначального плана (1) si*, xz*, --
js 1 ● ● ● 1 ^ijn

* — вы-

cs*.'
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7П

L1
бросы 6i, 62, . .., б за pi„ pjj,.. . п, напримерсоответствепнот

1

Тогда план xi*, хг"", . . . » .Xh’ (план (2)), удовлетворяющий условиям (1") и (2") и
такой, что в нем хотя бы одна из ко\гаопент хц*,  г = 1, 2, . . ., s, например =
= -П > О, не может быть оптимальным.

, При доказательстве нам придется пользоваться преобразованиями исходного
плана (1) XI*, хг*, .. . , х^*, сохраияющилш выполнение условия (1"). Назовем раз
ность между преобразованной компонентой х^* п ее походным значением Xj* движе
нием компоненты х,* при преобразовании Движения компонент в соответ¬
ствии с этпм определением могут быть положительными

нулю. Нетдудно ввдеть, что для того чтобы прп преобразовании Xj-*-^.rj* лю
бого плава Xi*, xg*, ,

отрицательными пли рав¬
ными

удовлетворяющего условию (!") ● преобразованный план
также удовлетворял_этому условию, необходимо и достаточно, чтобы сумма двпжо-
1ШК всех компонент х/ равнялась нулю.

Для доказательства высказанного утверждения покажем, что существует преоб
разование плана (2) в план (3) xi*, х,*,. . . , хи* такое, что план (3) так-
Нче ^овлетворяет условиям (1") п (2") и обеспечивает у.\10пьшение функции целаР-

Разооьем сначала комиопепты плана (2) на три группы.
1. xf|*, X,-,*,. . ., xjg*, пмевшпе ранее в первоначальном плане (1) выбросы за 0.
2. xj*, Xj*,..., xj^*, пмевшпе в плаве (1) выбросы за pj.
3. Остальные компоненты.
Покажем, что среди компонент 2-й п 3-й групп существует хотя бы одна хд* <

< Pg. В самом деле, в противном случае все компоненты этих групп равны соответ
ствующим pj, ибо план (2) удовлетворяет усяовшо (2"). Но тогда при переходе от
первоначального пл^а (1) к плану (2) все прообразы компонент 3-й группы полу
чат движения, ^0. Все прообразы компонент 1-й группы имеют при этом движения

> о, причемDi Д(. Отрицательные двпжеипя полз'^чатI
1=1 1=1 1=1

m т

=  а,
1 = 11 = 1

только прообразы компонент 2-й группы, и для них Сумми-

т

руя движения всех компонент плана (1) п учитывая условие вы-I!

1 I

ведем сразу, что сумма движении при переходе к плану (2) строго положительна;
это противоречит тому, что план (2) удовлетворяет условию fl'O

Более того, можно показать, что среди компонент 2-й п 3-й rnVnn < 6 ●
сяхотя бы одна, движение прообраза которой в плане (1) строго ’ отрицательно.
В самом деле, если предположить противное, нетрудно, как и Lme, прийти к за-

лючеппю, что план (2) не может удовлетворять условпю (1")
Итак, среди компонент 2-й п 3-й групп существует xj *

женив D/g прообраза которой прп переходе от °

пайдет-

к

= pjg —8, 6 > о, ДВП-
плана (1) к плану (2) отрицательно,

что равносильно неравенству * < Xj^ *. Пусть Z),-
Рассмотрим теперь следующее преобразование

i Ф и, 1с. ^ .
Ясно, что план xi , хг*, . - ., Xh (план (3)) удовлетворяет условпю (l")i пбо по

лучен из плана (2) суммарным движением компонент, равным 0. Кроме того, план
(3} удовлетворяет и условию (2 ) в силу выбора

Покажем, что функция дели F на плане (3) не больше, чем на плане (2):

.. , х^ ) = AF —

● - х,'с * = а < 0.= XIЗс Зс  ●
~^Х(* плана (2):

2: .*

.г*
Xi^

i = 1, 2.. . ., к.= min (n, е, lw|),где Xi

=  - >«, <V> -
Используя теорему Лагранжа о среднем, последнее равенство можно привести

к виду

[V(Cl)-/i/(c2)],



г
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Хс/ > С, > Х.д” -I,
откуда сразу

X;/ 4- I > С2 > Hi/,
следует оцешса

Ногде»

=/jp4xjg*), ибо Xiq’ II Xjj.* — компоненты первоначального плана
(1) п удовлетворяют системе (3). В птоге получаем AF ^ 0, что и требовалось дока¬
зать.

m

Нетрудно видеть, что в случае можно точно так же показать, '
11

Xfc*, удовлетворяющий условиям (Г') п (2") и такой, что в нем
из компонент xjj ' < , i = 1, 2,. .., ni, не может быть опти-

что план i'i*, -Т2*. .
хотя бы одна
мальпым.

,5 m

6i, то план, в котором все компоненты без вы

бросов сохраняют свои первоначальные значения, а компоненты с выбросами замо
раживаются на ближайших к ним предельных значениях, удовлетворяет всем
впям задачи и является оптимальным, ибо замораживать компоненты с выброса
необходимо в силу доказанного утверждения, а остающиеся неизменными компонен
ты очевидным образом удовлетворяют системе (3) после этого замораживания.

Описанный алгоритм для ft{xi) — парабол второй степени был запрограммирова
помощью транслятора МЭИ-3 для ЭВМ «Минск-22» в Информационн

вычпслптсльпом центре В/о «Союзеельхозтехппка» в 1970 г.

Следствпе. Если

11

на алголе с
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