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fОБ ОДНОМ ВЕРОЯТНОСТНОМ АЛГОРИТМЕ
ВОГНУТОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

О. В. ГУСЕВА

(Л.епгшграЬ)

Для задачи максимизации «сепарабельной» функции
п

(1)/ (а^) = S Ьх Ы = max

при линейных ограничениях в [1, 2] построена случайная последователь
ность точек x(^\ . . ., дающая сходимость / (а;( )^->тах/(д:)с вероят3T6S

ПОСТЫО 1 о
в настоящей работе приводится некоторая оценка скорости этой сходд-

мостн, Рассштривается задача ыакспмизацпи функции (1) в области 5
ограгшчениями

S X, = й, - (2)
i=l

i= 1,

где х,= (х„, h„ Я,—«^-мерные векторы; 7
вверх функции переменных  непрерывные в 5 со всеми пер
МИ и вторыми производными.

Для произвольного х' определяются
Н'яется в точке х' п переводит ее в точку х
нпем задачи

«обмены»: обмен (i, /) выпол
является реше-и!/ 6 S, если X

Xi -j- Xj = X,' -j- x(, (3)

Xft — Xu\ k¥= и h
. . /,● ул для 2^ различных индексов ii, 7ii ‘

Набором обменов (ii, jt), ● ● ● ’ ^3 l задач (3)  c индексами, соответ-
.. . , j,, /, называем задачу, /д. 5) построены наборы, число N кото-
ственно {ii, /1), ● ● ● 7 Д такие, что каждый обмен входит в ка-
рых допускает оценку N ^ К Lc,lne рассматрпваются эти конкретные на-
кой-либо набор. В дальнейшем везде р г
боры начальная точка 6 5, f{x^ ф тах /(^)-

xSS
гч?^мРнов числами 1, . . ., Считая равновероятны-

Занумеруем все на Р- случайным образом номер -Цо. Выполнив в х^ >
ми все N “'®Хером! получаем точку х<‘) б S. Затем выбираем

Пусть задана произвольная

набор обменов с набор обменов с этим номером в дает точку
получаем случайную последовательность точектаким же образом номер г)

б 5, и т. Д. Б результате
11
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области S
аК‘)

Вероятностная мера определяется на пространстве бесконечных после
довательностей номеров 1] = т]о, T|i, . . . как на последовательностях незави
симых случайных величин.

Теорема. Для произвольного 6jS' при всех с вероятностью

(4)

Р{к) —

выполняется, неравенство max f{x) —/(х<'‘)) ^ ((max f{x) —/(а:(°))) -j-

с'л Постоянные ki, с, с' зависят от максимума градиента функ¬
ции f{x) в S, максимума вторых производных функций fi{Xi) в S и макси
мального линейного размера области S\ число ki
разности max/(ж) —/(л:(°)).

a:6S

Теорема доказывается с помощью следующих оценок. Пусть ф(а:) =
=  + (grad/{^«)), ГС Тогда (я.1) ^ ^ ^

зависит, кроме того, от

(max f{x)~f (ж(о)))2 ^ ̂  (max Ф (а:) — ф (.г«»)).
*65 ,.g3

(5)

Если йй/ приращение функции f{x) при выполнении набора обменов
с номером к в точке то (п.2)

N

3 ^kf > hN ^ (max ф (а:) _ ф (з;(о)))2^ > 0.
3C0S

(6>

Из (5) н (6) следует, что
N

3 dkf ^ c^N 1 (max f (х) — f (o;(o)))-i
*65 , Cg   "^О. (7)

^ycTb приращение функции f{x) в результате выполнения ыабо-
^ номером Т),- в точке ^ п P[i, к) — вероятность того, что по

р  ней мере для i точек из х^ , a:^‘\.. ., выполняются неравенства

c^N ^ (max / (гс) — / (а:0)))4.xQS (8)

/ к
Р, к^ , где /2 ^ |3 <С 1, оценивается (п.З) на основании (7)

Р
\N

/ к 1
Р — c^N-^k (9)\N

-тчо) реал'изацпи т| — (цо, Pi, . . .) в i, к j iVp, точках из к точек
^  .. . , выполнено (8), то (п.4) при к^к,

S  ̂ / (●^) - / (з:^®>))“-

Утверждение
теоремы следует теперь из (9) и (10)

(10)c^N-Чсу'к,

 при оценке

iV-^ (2п)^\ (11>
устанавливаемой в п.5 и постоянных

(12)
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1. Пусть б S,
I

(grad/(:r(°)), X-XW), =/(дг<‘’))
п

М = шах \h{{x)\,
I, Л-GS

(13)

где максимум второй производной функции (1) берется по всем направле
ниям I в точке X п всем x^S.

Обозначим для любого ж б 5 через /'*, / _
—  II через So — множество всех х б о, для кото-

производные от f{x) по на-XX

правлению вектора х
рых выполнено неравенство п m

l|a:f = S S (14)(0)X~ X
i=l i=l

Если X 6 So, TO для некоторого у б 5, Ч
i

f{x) — f {хщ = /* !! ^ II +

.= ф (о:) — ф (х^о)) -|-

М
X —

(15)
(/ (:.) - / (^(0))) - (Ф (X) - Ф (х‘«>)) 1 < V. IФ (X) - ф (X"») I-

максимума/(X) в 5,/(х) = max/(х). Если хе5„,то
с X,

Пусть X — точка

положим = Если хб5о. то на отрезке прямой I, соединяющем _
находится точка х' б So, для которой (14) удовлетвор
ство, и

(16)
|ф(х') -ф(^<“>) 1 = 1/',.(^") l ilx'- х<“)|1 =iVlix'-xmr.

Из (15), (16) п последнего иеравепства находим^
3

(Ф (^0 — Фf{x)-f{x^^^)< 2 1

2 £)(тахф(-1') — ф((Г^))2 ,
1

=  (Ф(:с') —Ф(а:'“^))" ЦЖ — з:«»|К^/2^И2

где D — максимальный линейный размер
ЯИНОИ Cj = (7г)^^^^“- ^ ^

Применяя для величины (13) неравенство
max

i, }1г\ xCS

d^h
К=^м<к dXijт I

A'6S

области .S-оценка (5) с посто-

iXi) (17)
dxik

получаем оценку (5) с постоянной
(18)= {^1гУ?пКО\Ci

2 Пля доказательства (6) оценим снизу отношение dJI (4ф)^, где 4Д
^  Т^^тттоттття (1)ункций fix), ф(д:) В наборе обменов с номером к в точ

°ПустГа:" — точка, в которую переводится x(^^> к-и набором обмеио^в
для функции ф(х); удовлетворяет огравпчешшм задачи к-то наоора " ●

следовательно, Ол/^

00-

ыенов и,
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Если х" G Sa, то, согласно (15),

f{x") -/(а-(О') > ЧЛ<^{х") -Ф(:гт)) = 7=4Ф,

d,f I (4ф) ̂  ^ Чг (ф (х'Ч - ф
Так как ф {х") — ф ~ ̂ “^11 ^ где

II

= max[(grad/(а;) ||, то
X6S

dkf
-,>{2FD)-K (19){dk^)

то на отрезке прямой V, соединяющем в S точки а;(°) и х'\
находится точка х' б S, для которой (14) выполняется как равенство

Если х" $ Sо»

На:'- а:(")|| =

Так как х' б Z', то х' удовлетворяет ограничениям /с-го набора обменов и
dkf^f(x') —f{x^°4- Согласно (15), dhf^f(x') —f{x^°4 ^ ‘/2(ф(^') —
Ф(а:<"))) и

(20)

1  ф (х') — ф (а:(о))
2 (ф (af — ф (а:(‘*)))2 '

Применяя (20) и (17), оцениваем: ф(а:') —ф(аК°>) ==/'*/(а:(®>) На:' — а:<°)||=:
=  ̂(х") —ц>{х^°)) = f4^4xi^’i)\\x" - х^^'Щ <

dkfl{dk^>)^^~

Отсюда и из (19) находим для отношения dkf I (^Zftф)^

dkfUdk^f >

dkf
(йдф)

Ca = Vamin{i^’-in-7w-i/C-^n-2}>0, F = max(Igrad / (a:) ||. (21)xesN
Для суммы получаем

S ‘i'Kf
A=1

N N

S dkf > Cj S (4ф)2 c.N-^ ( S d,q>f . (22)
A=1 *=1 *=1JV

S  оценивается снизу
А=1

N

2 dk(p > max ф (a:) — ф (a;(o)).
a;6SA=l

(23)

При доказательстве
функции заметим, что задача максимизации в S линейной

тп п

'P(*) = c + S Ч>Л*1; ^nj) 0=2Ф^ (^lj> ● ■ ‘ ,X (24)nj
1 i=l

скплял^пр^^ ^ задач, / — 1, .. . , т, содержащих каждая одно общеескалярное ограничение ^ гл ^
<pj(xij, . . . , x„j) s= max,

(25)]■<
i=l

Oi



г

ОБ ОДНОМ ВЕРОЯТНОСТНОМ АЛГОРИТМЕ ВОГНУТОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 443

Для таких задач доказана оценка суммы приращений dk^>j по всем

обменам в произвольной точке . . . , ^ Ф; — Ф; X

. . . область определена условияАШ (25) ([1] для слу-
п

чая ограничений (25): 2 ^ij = О  Xij). Отсюда следует оценка
{=1

суммы приращении по всем обменам 2 ̂ *Ф функщш (24) в произволь-

тах ф (а:) — ф (хФ>). Так как каждый обмен вхо-

(23). Неравенства (22)

ной точке d^cp

дит в какой-либо набор обменов, то верно и
И

(23) дают оценку (6) с постоянной Сг (21).
п

В случае, когда условия (2) имеют вид: 2 Щ = Ь,

жбЗ

Xi ^ о, постоян-
1=1

ная D в (21) равна
т

(26)(22 ь/) .
i=i

3. Докажем перавеиство (9). Так как все iV наборов
жй равновероятны п сумма прпращешш функции /(а:)  в зт*'- меньше
hhbLtch по (7), то вероятность выполнения неравенства (8) не меньш
чем 1 / Л^. Отсюда следует, что

к\
,  (27)

Р (i, й) > 75 (!, /с) = S Ct'-P” (1 - Р = - й(к - i) !
v=0

где P(i, к) - вероятность того, что в последовательности пспытангш
иулли, где^ вероятность единичного успеха равна ® нера-
по крайней мере i будет успешным. При к^оо,кр-^оо вероятность

I  кр I — число успехов в к первых испытаниях,венства|'^-т-—
^кр{\-р)

асимптотичесш равна

/  I
(28)I — кр

Yкр (1 — Р)

Точность приближения оценивается

"“Горема ([3]). Ecu —
наково распределены, имеют д Р

\
следующей предельной

случайные величины ^i, ёз»
а и конечный третий момент Рз, то

с помощью

.. . оди-

<2|-Ф(2) Jyj^ -
(29)

plii^

j^iaTeMaTUHBCKoe ожидание Sh,
= |i + + ■ ● ■ +Sk

1
Ф (z) ==

1^2rt _ 00

C < 0,9051.
C — абсолютная постоянная,
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Применяя (27), (28), (29) п неравенство
2

1-
]/Л2 ’

получаем для вероятности P{i, к), к {N^, где р — произвольное число»
из HHTepBavia V2 Р <С 1, оценку (9) с постоянной

Ул о

+ \/ iС4 — С а“Ч а = 1 —р, С<0,9051. (30)'

4. Пусть ), — реализация последовательности (4), i ^' kfl^^
II для г точек пз первых к точек ж<‘), . . . , выполняется (8). Пока
жем, что тогда при к, больших некоторого /j., разность тах/(д:) —
оценивается по (10).

Обозначим Д; = max f{x) ~ / (дК^)),
л'бЗ

Aj+i = Aj-— (31)

Пусть прп 7 = /2, . . . , о < . . . , /, ^ _ 1 выполняется (8)

q = c,N~\

Из (31), (32) следует, что нетрудно проверить, что

(32)

~~ (4g)-V*,

'з\
^

А,-●'/+1+1

^7+^ ^ {iq)~'f\

Выделпм пз последовательностей До, Д,,

“^0 = До- = А ; А,' = Д,- +1»

● , Afe подпоследовательность

●  - Д/' = д,,- (33)Ji+1-

Ai'~q{Ai'}\

4v,

./1+1» л ● ●

(34.а)

(34.6)^i'>{^qy'/\

Возможны два случая: либо для числа U^i/2^ kR I 2N - членов не-
возрастающеп последовательности (33) выполняются непавеиства ^34 а)
либо для япсла 1.^^ г! ! 2N .. ялопов вьшoлнZcя нер b™
Z  < (A.-“ + 3g*p/2iV)-V., во вто¬
ром 4, ^ 4. (»/„) *-/-». Первая оценка слабее второй при к > /t, где /с, опре-Деляется из ---и '«-i е

ЗЛ:,3/ClP 3\-
До ^ + Зд 2N

До = max / (.г) _ / (,г-(о)).ves ' (35)2N

Q = c,N-\

в невозрастающел послодоватслыюстп До Д, Дк по-
следшш влей 4. < 4/=s: (4.-+ 3?Я-р/2/V)-'/., ’с'цепкойдля з

При к > kt

начения постояппоп

2 Р^з*Со = (36)
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5. Покажем, что мошпо составить N наборов обменов так, что каждый
обмен войдет в какой-лпбо набор п будет выполнено неравенство (11).

Обмен определяется парой индексов г, / = 1, . .., ?г, i С /.
Рассмотрим сначала все те пары, для которых

(37)

При фиксированном г объединим пары i, i + г в наборы, относя к к му
набору, к = 1, 2, . . . , пары {{к — 1)г+1, /сг-}-1), ((fe 1)г + 2,
кг 2), . / л \ I

Так как кг -Ь 1^ п, число таких наборов не превосходит {п—1) / г.
Общее число наборов для пар, удовлетворяющих (37)

п — 1
< /тг — 1 (?г — 1 — /п — 1).

Y п-1 <г<п-1

Пары i, /, для которых
(38)

объединим в следующие наборы. При
бо-ov К^1 2 г-1-1, пары {к,г + к), (г-ЬЦ-Л, 2г+1  + «).

к Зг +2-1- к), . . . . Число таких наборов равно г-Ь 1. Общее чпсл^.

наборов для всех пар, определяемых (38); N^—

_]_3^ -у^тг — 1* Число всех

— 1)7=—

Теорема доказана при постоянных с
f/") (12) (18) (21), (26), (30), (35), (36).
^ \Vtop марен л. А. Оганесяну и Б. Г. Ппттелю за

S  (r+l)<2(v"«-'l +
Vn~l

построенных наборов N = Ni-\-

 1)^'^(2тг)7г, что доказывает оценку (11)-2
кх, определяемых формулами

полезное обсуж¬

%

1

дение.
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