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ВВЕДЕНИЕ

Одной из целей математической экономики является изучение воз
можных механизмов согласованного фупкцпонироваппя большого числа
элементов, потребляющих или выпускающих различные продукты. Основ
ное внимание в этой связи уделяется разработке так называемых равно
весных (и в частности, оптимальных) экономико-математическпх мо
делей [1—3].

Представляет интерес изучение на модельном уровне функционирова
ния совокупности «производственпых» элементов, когда цены существен
но отличаются от равновесных или когда равповесиых цен вообще не су
ществует. В этих условиях нельзя формировать планы отдельных элемен
тов независимо, так как такие планы окажутся несогласованными. Одиако
и при неравновесных ценах возможно согласованное функционирование
сети элементов, но при этом согласованные планы должны включать,
с одной стороны, «квоты» на потребленпе некоторых продуктов, спрос иа
которые превышает их выпуск, а с другой — «квоты» на выпуск некоторых
продуктов, спрос на которые ограничен. Таким образом, в случае нерав
новесных цен естественно возникают понятия дефицитного и недефицпт-
пого продукта.

В иастоящеы работе согласованные планы, максимизирующие в опре
деленном смысле прибыль каждого элемента, названы состоянпямп равно
весия модели (при перавновеспых ценах!).
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1. ОПИСАНИЕ МОДЕЛН

Рассмотрим сеть, состоящую из N «производственных» элементов Pi,
Рг, . . . , Pn. Пусть каждый элемент Pi выпускает один продукт Р»,
потребляя продукты, выпускаемые другими элементами. Состояние э*че-
монта Pi будем характеризовать (А + 1)-мерным вектором: {уи

. , |л-,} = Xi} ^ 0. Компоненты вектора {уи л:,} питерпретпруем
следующим образом: у, — количество продукта Р,ч выпускаемое элемен
том —количество продукта Рк, потребляемое элементом Р,. С каждым
элементом Р, свяжем некоторую область G,, принадлежащую неотрицатель
ному ортанту (А + 1)-мерного пространства; область будем понимать
как область допустимых значений вектора {у„ а:.}.

Среди элементов сети могут быть такие Р,-, что существуют допусти
мые состояния с у< Ф о, даже если соответствующий вектор Xi = 0. Та
кие элементы будем называть «ресурсными». Ресурсные элементы могут
поставлять продукцию другим элементам сети, ничего не потребляя из
нее. Если сеть потребляет некоторые продукты извне, то эти продукты
можно представить как продукцию некоторых ресурсных элементов сети.
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Кроме части продукции элемента Pi, потребляемой другими элемента
ми сети, некоторое количество |<о продукта Р,-, может поступать вовне.
Совокупность N чисел gjo, 520, ● ● ● , обозначим вектором х^,. По смыслу
задачи все компоненты вектора хо неотрицательны.

Установим теперь некоторые условия на допустимые состояния рас
сматриваемой сети. Будем требовать, чтобы в любом состоянии сети со
блюдался баланс по каждому продукту

If

V1 (1)Vi =

В силу (1) состояние сети однозначно определяется набором векторов
{z/i? ^1)7 {Уг, {у^, a:N}, характеризующих состояние каждого эле¬
мента II не содержащих явно числа ^,о. В связи с этим в дальнейшем каж
дое конкретное состояние сети обозначим ({уи а;,}).

Следующие условия на допустимые состояния сети являются условия-
вектор Xq. Пусть иа каждый продукт установлена цепа с< ^ 0.

Совокупность цен на все продукты обозначим вектором с= {ci, Са,..., Cj^}.
Предположим, что существуют такие функции Р,(с, |io,.. ., |«

), называемые «функциями спроса», и в любом допустимом
состоянии удовлетворяются условия ^io ^ |ю, . . .  , |({_оо, |(t+i)o, . . .
. |дго). Если ввести в рассмотрение {N — 1)-мерные векторы х<о =

}, то эти условия можно записать короче

ми на

-1)0?

|<1 + П07 ● ● ● 7

= { ● ● 7 I'Ol IfO(t+007 ● ● ● 7IO7 ●

;,-о ^ Fi{c, Xio), г — I7 2, . . . , У. (2)

Обычно в моделях в качестве фунхщии спроса рассматриваются функции,
зависящие лишь от вектора цен с. Если в некотором диапазоне измепе-

цеп соотношения (2) выполняются как равенства, то, вообще говоря,
диапазоне цен все |,-о могут быть выражены как функции, завнся-

образом можно прийти к упомянутым выше
Вместе с тем в (2) учтена также п

ния
в этом
щпе только от с, и таким
представлениям о функциях спроса
возможность такой ситуации, когда некоторые продукты поставляются
вов1ГГ«педостаточыом» количестве, так что в (2) соответствующие со-
оТожения ™еют вид строгих неравенств. В “щеГГоГеТ,
оиитать, что сирое на У— (2) ™ся?
сети количества этпх «дефицитных» состояния сети. Для
характер «глобальных» ограничешш ™ Я „желательно указать «ло-
более полиого оппсаппя допустимых тюлжпо удовлетворять со-
кальпые» ограшгчоипя, т. е. условия “ f очевид^т. как
стояние каждого отдельного элемента. Они у «лттрментов при Фикгтт
(1). (2), и носят характер «гипотез о поведении» алел Р
рованном векторе цен с.

2. СОСТОЯНИЯ РАВНОВЕСИЯ

Предположим, что вектор цен с фиксирован
образом. Как указывалось выше, состояния равиовесп Д
ворять двум типам ограничений- «глобальным» элемептом'.
кальиым», характеризующим выоор о™аиичеппя обоих
Приводимое ниже определепие равновесия вьлгочасг
видов.

= (liM ... 71^^.-} иазы-Определение. Состояние сети {у,-, х.-}),
вается состоянием равновесия, если оно удовлетворяет уело

1°. Выполнеиы соотношепия (1) и (2).
2°. Существует подмножество 1 ипдексов номеров элементов такое,
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ЧТО для всех i б I {уи 3;,}, является решеипем задачи

—  = Diax. (3)П; = с.г/i
А=1

(4){f/b Xi} б

(5)Ел.- ^ ifti для всех к в I,

а для всех i ф 1 {yi, а;,-} является решением задачи
Л’

П; = Сф — ^ (3,а)Chlki = max.

(4, а){iji, Xi] б G„

Ел1 ^ Shi для всех к а 1, (5, а)

(6)

3°. Для всех i $ 1 соотношения (2) выполняются как равенства.
Еслп известно состояние {yi, S,} элемента Pi и множество индексов I,

именно задача видато тем самым однозначно восстанавливается, какая
(3) — (5) или (3, а) — (5, а) п (6) определяет состояние этого элемента.
Любую такую задачу будем называть локальной задачей G,{c}, соответ
ствующей состоянию {у,, $,} II множеству индексов 1, или просто локаль
ной задачей Ui{c}.

В условии 2° определения состояния равновесия значком «
чены как решения локально!! задачи Gi{c}, так и квоты, входящие
правые части (5), (5, а) и (6). Это вызвано тем обстоятельством,  что и
самому смыслу условия 2° соответствующие компоненты решенн
кальной задачи Ui{c) как раз должны совпадать с этими квотами и

компонент решения, которые ограничены условиями топя от-
(6)). Для того чтобы в дальне11шем различать эти два типа величин,

», будем говорить «решение либо «решение

» поме-
в

ло-

(5), (5, а) и
тех

меченных значком «
соответственно «ограничение |hi» либо «ограннченпе i/,». я^пплт-

Множество продуктов Р,', i б I, можно назвать множеством
ных» продуктов, так как их потребление другими ^пре-
(условия (5) п (5. а)), а пропзводпмое пмом
деляется пз решения задали макспмпзацпп прибыли П, на доту
шюжестве (4), (5). Наоборот, множество продуктов Р,. « “^„ение

множеством «недефшщтных» продуктов, так L реше-
элементамп не ограппчено, а пропзводпмое ^ про-
огранпчено (условно (6)) суммарным потреблением это Р

J/jl) и

звать
другими
ппе Ух —

”''“?^лов„я 2” определения Равновесия и

ГсоГяГ'кот^з— — с=пГ o™t^K~

коли“х дефицн”».Т"ктот^ “Гом“

недефпцптиые. Более того, в теореме 1
состояний равновесия может быть бескоиечн.

о

что при
новесия пли
тов па дефицитные
казано, что множество

п

математические методы, К» 22  Экономика и
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Определение. Будем говорить, что элемент Pi имеет нормальную тех
нологическую характеристику, если при любом множестве дефицитных
продуктов / и любом иаборе ограничений А: б /:

1) решение pi задачи (3) — (5) является неубывающей функцией
ограниченш! |а,', к б /;

2) решение Ihi, k = i,2, . . . ,N, задачи (3,а), (4, а), (5, а), (6)
ляется неубывающей функцией ограничения уь

Поскольку в этом определении предполагается наличие функциональ
ных зависпмостей решений от ограничений,
однозначность соответствующих решений. Поэтому этот факт в дальней
шем специально оговариваться нс будет.

Обозначим через pi

яв

то тем самым полагается

решетше pi задачи (3), (4) при отсутствииmax

-

огранпчеипй вида (5) и (6).
Теорема I. Пусть: 1) все элементы сети являются элементами с нормальной технологической характеристикой, и при каждом i = 1 , 2,..., N,

> О, а Gi — выпуклое ограниченное множество, содеро/сащее
координат; 2) область, определяе-

(2), содержит непрерывную кривую,
X«(s), :с(0)=0; U(s)~MO-

начало
маяйи-па

нотонно неубывающие функции параметра
s; 3) сеть не содержит ресурсных
ментов.

(О
эле-

Ci > О, Pimax

Тогда найдется такое s, О ^ s ^ 5
что для любого 5, О < s ^ s, существует
состояние равновесия с Хй = х^,{э).

Доказательство теоремы 1 приведено
Прилон^ении.

Теорема I, так же как п теорема II, устанавливает факт существова
ния равновесия в сети, поэтому эти теоремы могут рассматриваться  как
формальное оправдание введенного выше определения равновесия. В
же время теорема I дает следующее существенное свойство равновесия:
определенных условиях состояние равновесия в сетп может иметь
при сколь угодно малом выпуске продуктов вовне. Иными словами,

в

то
в

место
если

в сети имеется некоторое состояние равновесия, то, хотя может сущест
вовать другое состояние равновесия, более «выгодное» для каждого эле
мепта и обеспечивающее больший выпуск продуктов вовне, ни один эле
мент не может «собственными действиями» увеличить интенсивность про
изводства либо потому, что не может получить больше дефицитного
«сырья», либо потому, что продукция этого элемента не будет«сбыта». иметь

Поясним теперь роль условия 3) в теореме на следующем простом
примере. Рассмотрим сеть, изображенную на рисунке, где каждый
мент, получает продукцию лишь от одного «предшествующего»
и поставляет свою продукцию лишь одному «последующему» элемеитч
сети U, может быть, вовне. Пусть ни один из элементов не является
сурспым, тогда суммарный выход каждого элемента однозначно
делится его входом. Если в такой сети установилось некоторое состояштр
равновесия с достаточно малыми потоками продуктов между
то продукция каждого элемента будет дефицитной
элемент не может увеличить свое производство.

эле-
элемента

ре-

элемептамп,
одини поэтому ни

3. СОСТОЯНИЯ ПРЕДЕЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ

Среди множества состояний равновесия сети, даваемых
могут существовать состояния, обеспечивающие

теоремой I,
в некотором смысле

1
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наибольшие потоки продукции. Некоторое множество таких «эффектив
ных состояний равновесия выделяется следующим определением.

Определение. Состояние равновесия ((у,*, д:.*}) с множеством дефи
цитных продуктов I* называется состоянием предельного равновесия,

существует другого состояния равновесия такого, что
lift'* ^ Е.й* для всех j G /*, /с = О, 1, .. . , Л^, и хотя бы для одного i б

●  II одного /с, А: — о, 1, . . . , /V, Eva" > Ел*.
Теорема II. Пусть выполнены условия 1) и 2) теоремы I щ кроме

того, одно из двух следующих условий: а) при любом i, i = 1, 2,. . ● ?
функция спроса Fi{c, Xic) является неубывающей функцией перемен
ных ^.0,

б) при любом i, г = 1, 2, . . . , /V, функция Fi{c, д;,-о) равна компоненте
решения задачи

если не

Qhlft = max,
ft=i

(8)

(9);s ^ Em для всех к ф L

Тогда в сети существует состояние предельного равновесия.
Доказательство теоремы II приведено в Прпложенпп.
Поясним смысл условии а) и б) теоремы. Условие а) охватывает

следующие частные случаи: 1) комплектное потребление, когда при дан
ном векторе цен с количество каждого продукта, потребляемое вовне, есть
монотонно растущая функция количества одного из продуктов, напр^
мер, |ю; 2) функции спроса Л(с, Xio) фактически не зависят
потребления остальных продуктов; 3) сеть поставляет вовне ^
продукт, так что все остальные функции спроса равны тождестве

Ж

1
пулю.

случаи 2) и 3) охватываются условием а), очевиден,
условием а),

век-
Тот факт, что

Поэтому покажем лишь, что случаи 1) также охватывается
По определению комплектного потребления при фиксированном

торе цеп с (10)= фДЕю). г = 1, 2, . . . , У,
возрастающие функции, имеющие

liO

обратные
где фД|,о) — монотонно
функции (И)Ею = <pi"‘(Eio),

также монотонно возрастающие.
Рассмотрим в качестве функции спроса функции

N1 (12)
£фг‘(Е.о)Fi(c,^io) = N—i
h=2

(13)
lio) = 'ф.(Ею)» ^ — 2,3,.. . ,iV.

того чтобы показать, что условие а) охватывает случай
требления, достаточно убедиться, что соотношения

а,-о ^-РДс, х.о), t=l, 2, . .

(13), выполняются лишь в

что существуют
а хотя бы одно из равенств

У,
том

(12) ив

такие чи, т. е.
месточто

комплект-
Для

пого по (14)

 случае,
где Fi определяются

место (10).когда имеет |i0%

Предположим противное
-  (14) имеет

сла
(10) -в

,2Л , ● 2^=
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НС имеет места. Это может быть только тогда, если  в (14) при некотором
N, выполняется строгое неравенство, так как в силу (13) ра

венства в (14) при i = 2, . . . , N, означают выполненпе (10).
Итак, пусть для некоторого Г, 2 ^ ^ /V,

,i-0 < Fi‘{c,Xro) = ф.-(|ю).

Поскольку, как указывалось выше, ф^“‘(|-;*о) —монотонно возрастаю
щая функция, имеем

(15).10

Для всех остальных i,

|:о- ^фГЧ1-^о’)- (16)

Подставляя (15) и (16) в

|ю-^^’,(с, а:,о)

которое является первым из неравенств (14), и учитывая, что в (15)
стоит строгое неравенство, имеем < |ю*. Последнее иеравенство про
тиворечиво. Таким образом, доказано, что условие а) охватывает случай
комплектного потребления (10). В связи с этим а) может быть названо
условием обобщенного комплектного потребления. Наоборот, б) может
быть понято как условие полной взаимозаменяемости продуктов, так каг
одно II то же значение целевой функции в (7) может быть достигнуто
замещением одного продукта другим в определенной пропорции, пе зави
сящей от значения этой функции.

Приводимая ниже теорема III дает достаточное условие того, что ие-
которое реализовавшееся в сети состояние равновесия является состоя
нием предельного равновесия. Это условие формулируется таким образом
что для его проверки не требуется детального знания характеристик '
дельных элементов и количеств потоков продуктов между элемоптами
а нужно лишь знать множество / индексов дефицитных продуктов п спц”
сок продуктов, потребляемых каждым элементом.

Будем говорить, что область G,- зависит от продукта Р
векторов {iji, Xi] G G-: существуют векторы с
равновесия сети с некоторым множеством I индексов дефицитных товаров
можно поставить в соответствие орпептироваппый граф, который строит
ся следующим образом. Каждому элементу Р*, /с б /, ставится в соответст
вие одна и только одна вершина графа Ри, от которой проводится ребро
к вершине Р, в том и то.чько в том случае, еслп область G, зависит
продукта Р;,. Назовем такой граф ядром

Теорема III. Если ядро некоторого
ментами, имеющими нормальные технологические характеристики
содержит цикла, то это состояние равновесия является предельным.

Доказательство теоремы III приведено в Приложении.

от¬

сели среди
^ 0. Каждому состоянию\hi

от
даппого состояния равповеспя.

состояния равновесия сети с Эле¬
не

п 1*11ЛО}КЕППЕ

Доказательству теоремы I предпошлем лемму, которая иужиа такж“
для доказательства теоремы II. В лемме используется ряд новых понятий^

Будем говорить, что состояние ((у.., Xi}) нс может быть промажорп-
ровапо па множестве /, если не существует другого состояния ({у.* а; \
удовлетворяющего балансовому условию (1) п условию 2* определения



iseМОДЕЛЬ ПРОИЗВОДСТВА С НЕРАВНОВЕСНЫМИ ЦЕНАМИ

СОСТОЯНИЯ равновесия, такого, что для всех i б 1  ^ / = О, 1,. . . ,Л',
и хотя бы для одного г б / и одного /* li’j» >

Назовем состояние сети ( Xi]) с множеством индексов дефицитных
продуктов I псевдоравиовесием, если оно удовлетворяет (1) и 2° опреде
ления состояния равновесия и не моя\ет быть промажорировано
жестве 1. В случае, когда I = ф (пустое множество)
сети, удовлетворяющее (1) и 2°, считается псевдоравиовесием.

Рассмотрим некоторое состояние сети {{у:, .tJ) с множеством индек
сов дефицитных продуктов I. Для всех i определим у;
решения задачи

на мно-
любое состояние

— компоненту у,max

N

Г1, = с,г/,-^ (17)Chlki = max,
h=l

{Уи X;} б Gi,
у б/.

технологическимиЛемма. Пусть все элементы сети—с нормальными
характеристиками; допустимые области Gi всех элементов — выпуклые
ограниченные множества, а вектор цеп с > 0.

Если состояние ({у-;, Si}) с множеством индексов  I дефицитных про
дуктов является псевдоравновесием, то для любой непрерывной крив(т
^o(s), о ^ S ^ 5, удовлетворяющей условиям 1) л:о(02==^о>
= {1ю, Ьо, iwo}, и 2) fio(s) = Е,-о, если У(тах=У», W |io
вающая функция параметра s, если yimax > Уь ■
о  S <С S, и псевдоравновесие {{yi{s), с множеством

найдется такое s,
индексов

/у, что
Г. для каэхдого s, 0 < s ^ 5, существует псевдоравновесие

д;Д5)}) с множеством индексов дефицитных продуктов 1„ при
вектор выпуска продуктов вовне равен Xq{s)\ ^

2°. либо S = S, либо существует такое V, i' б 1„ что

Г

i
1({yi(s)r

котором

> l.-.(s) 1

при s > s;
еслиs°. и

TO

масштабы из-
1. По-Доказательство. Для упрощения записи изменим

мерения количества продуктов так, чтобы все цены были равны
скольку по предположению все с, > 0, ото можно сделать.

Докажем сначала утверждение 1°. Рассмотрим некоторый эл
прибыль П; этого элемента, определяемую решением задачиII

>

Pi

N
(18)

П; = yi—'^lki
h=l

{Уи Xi} б G

= шах

t?

& б/,ihi,,hi

n, = n,(i/i). Функция
значений аргумента, где

понадобится лишь для тех у<, которые удовлетворяют

П; будет функцией у,-,
тех

величинаОпределенная _
П;(у,) является вогнутой функцией у, для
она определена.

Это утверждение
(19)условию

'max
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Поэтому докажем вогнутость функции ПДг/,) при условии (19), при
пыполненип которого решение задачи (18) удовлетворяет последнему

а а;,^ — решение (18)
.  Для любого X, О ^ Лг ^ 1, введем обозначения

= Ху/+ (1 — X)yi^ и Xi" — соответствующие компоненты решения
(18)с.у; = уЛ

Из определения у/ следует, что у< у,
с yi = у/ удовлетворяет последнему ограничению как равенству, откуда
имеем

max ’

при yi = yt‘ < yi max

поэтому решение (18)max ’

■ограниченшо как равенству.
Пусть а;/ — решение (18) при у< = у/ ^ у«

N If

\ki

A=1

N

h = lk=l

В этой цепочке неравенств учтено, что вектор (у/, ж,-’-} является реше
нием (18), в то время как вектор {у/, ?иГ.-‘ 4- (1 — Х,)ж/} — лишь допусти
мое решение этой задачи.

Соотношение (21) доказывает вогнутость функции П,-(у.).
Обозначим через у,- минимальный наклон касательной к ПДу-)

^imax

В точке

-УгФ)
+ Уг (0)»У{ = (20)2

а через q — число, равное
q = mm у^. (21)iSJ

Число у,- удовлетворяет условию

(22)

левое неравенство в котором имеет место потому, что наклон каса
тельной к вогнутой функции равен нулю лишь в точке^максимума, а пра
вое—потому, что П,-(у0 меньше у; (на величину 1м). Из (22)
ределения у следует неравенство

и оп-

(23)

По известному свойству вогнутых функций

Hi{yi + ^Уi) > Tiiiyi) + qAVi ^ П.(у.) + q^yi (24)
-у,(0))/2 + уД0),при Ayi > о yi + Ду. < (у.- поскольку при этих

условиях наклон касательной к функции ПДу4 в точке yi -f- Ду,- больше у;.
Выберем число s“ следующим образом:
1) если

и 'max

N N

2 lio (S) > 2 lio (0) 4- q min (y^ -Vk (0))/2,max
i=l

TO положим
N N

S lio (s*) = 2 lio (0) 4- у min (уа — Ук (0))/2,max
HIi=l i=l

2) 5* = s в противном случае.
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В силу непрерывности кривой Хй (5) такое s* существует.
Выберем теперь пропзвольпое 5, О ^ 5 ^ s*. Очевидно, для таких

имеет место
NN

S^io(O) (25)-уИ0))/2.q min {ykmax
*61i=l

Определим теперь последовательности

Vi, Ui\ . ● ● , Ui^ , ● ● « ) (26)

(27)

где _ соответствующая компонента решения задачи (18) с у. = У<-
рекуррентными соотношениями

● ?

(28)Vi' = 2/i(0) + |io(s) — lio(O),

кN N

(*)+£I-I
(29)г+1 I

Vi =-Vi ikilO!h >
h=lft  = l

В (29) положено |/ = ̂ ,7:(0).
Так как все элементы по предположению являются элементами с нор

мальными технологическими характеристиками, то последовательности
(26) и (27) монотонно не убывают. Из-за ограниченности областей (ri эти
последовательности ограничены, следовательно, они имеют пределы при

Обозначим эти пределы через yi(s) и |ih(s) соответственно. Иереи

лолучим i/i(s) = iio(s) “h ^ ^>'h(^)- Таким

I 00.

дем в (29) к пределу по I оо,
соотно-

образом, убеждаемся, что предельные величины удовлетворяют
шению (1). Вместе с тем по построению последовательности 1,20
чины £m(s) являются решением задачи (18) с у. = у<(5).

то одновременно и j/i(s) будет решение

(18) с yi — yi{s), а это и означает, что yi{s) и lw(s), i, /с = 1,2,.. . , Л'-
будут удовлетворять условию 2° определения состояния равновесия.

Таким образом, для доказательства утверждения Г остается
для всех и i ^ С этой целью надо лишь пока

Если теперь yi{s) ^ у,- тах ’

лить, что yi{s) ^
зать, что при всех I = 1, 2, . . ■ »

— УкоУк (30)max
^Чиах 'у[ < Vi (0) + min

Докажем соотношение (30). Из (24) и (29) имеем

2

N
NN

= ц,(./+£|.--£|Г)
h

^ П,(1//) + 91+1
ПДу.- ) h=l

l^lh^l

ИЛИ
яяя

” Zli1+11+1

п,(у;‘)=?/.● = Vi
h=ik=ij=i
ЯЯ

JV
(31)£ ft=ihsl3=1j=l
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Из правого соотношения в (31) следует, что при /  ^ 1
N JV iV .V

\V' ^ г-1
(32)&1Л г

;=1 /|=1 А = 1

Воспользовавшись (24) п (28), аналогично устанавливаем

)

N N

<{^-Я}(Ьо (5) - ̂.-0 (0) ) . (33)
;=1 j=i

Из (32) п (33) имеемГ Л
●>

N Д'

/ (34)
«=1 j=i j=i =1

N/.
N

Оценим теперь величину ^/А ^ik, воспользовавшись (33)
/i

N JV УЛ' NiV¥ Z (Z г-1I I i
ik iihih

h=l i,h=l t,k = lг,й = 1

N N Л’

(Е*--£б.') + £. . .+ 0F i7(

|.й=1 i.*=I

i iVI JVJV

м-ЕИ+S■"' (£S" 0
iVi,i0

i = l1=1r = l

(35)
Д’JV

Zl«(s)-Zi»(0)iij

JVЛ' si=li = l

ifo(5)-^ l.o(O))
./

1=1

Просуммируем (29) no ^ от 1 до L и учтем (28)
JV JV

i‘ ^ bh° — F/;(0) -|- g,o(s) — |;o(0) +
L+i

Ui = Vi

ft=l Ji=i

JVJV

fc =i J(=i

Принимая BO внимание оценку (35) и условие (25) выбора s
неравенство

получаем

N N

2  ('^) — 2 ^*0 (0)
А=1 k—\

<l/i(0) +

{Ук — ук Ф))'‘max '
И- min <Ух●) max *Ш



185МОДЕЛЬ ПРОИЗВОДСТВА С НЕРАВНОВЕСНЫМИ ЦЕНАМИ

Этим неравенством завершается доказательство утверждения 1° лем
мы, если в качестве s взять значение параметра s*, определенное выше.

Докажем теперь утверждение 2°. В этой части доказательства леммы
обозначим S* = s\ а соответствующее этому значению параметра состоя
ние сети — х/}). Если s' = S, то утверждение 2° доказано. Поэтому
рассмотрим случай s' <. S, когда в силу (*30) ji i' < Уипах' i Ф Д п выпол
нены условия .леммы, т. е. суш;ествует s^, s' d. s- ^ S, соответствующее
состояние ({.уЛ Ж."}), удовлетворяющие утверждению 1° леммы. Если
S- d S, i, i ^ ly то, рассуждая аналогично, получаем и т. д. Все чле¬
ны последовательности s' d s' d . . . d s‘ d . . . ограничены числом^б’, по
этому эта последовательность имеет предел; обозначим его через s'. По
скольку все области Gi ограничены, то ограниченными являются векторы
(ЙА )> причем в последовательности ({{/Д ^ = 1, 2,. .  . , каждый
член мажорирует * предыдущий (см. доказательство утверждения 1 );
поэтому последовательность состоянии также стремится к некоторому
пределу Это предельное состояние таково, что либо  s = *Ь,
либо существует такое Г, i” ф /, что у,*‘ = у,-
нашлось бы другое состояние сети, мажорирующее это состоянпе^п
летворяющие утверждению Г леммы, а поэтому состояние ({ух\ })
не могло бы быть предельным). Обозначим через множестю 1шдексов
таких, что у,(Г) = У«тах- Очевидно, г^1, и состояние ({г/Л^;‘}) ^е
может быть промажорировано на множестве так как выпуск уи i б /
не может быть увелшшп (он уже равен ух^ях) увеличения колпчест»
fji,/ G /; увелпченпеХ;,/ б пе может иметь места, поскольку по условию
исходное состояние ({^.(О),х,{0)}) является псевдоравновеспем.

Определим теперь у’щах—компоненту у, решения задачи (1/), зал
нив в этой задаче / на /'. Обозначим через Р множество ипдексов1 таких,
что yi(s') = yj,aax ● Очевидно, Р^Р II состояние ((у<(5 ), )п
может быть промажорировано на множестве 7". Затем строим множ^тва
Р II т. д. до тех пор, пока не окажется 7'^'*'' = Р● Ооозначим 7 _● ' Д,
существует такое Г, i* б 7‘, что {s) > &.*о(^*),  s >  то положим s »
Р — la л тем самым докажем утверждеппе 2“ леммы. Если такого
нашлось п Р d S, то выпо.чнены псе условия леммы, если в качеств
гурпруюищх в лемме состояния ({у,, х,}) и множества 7 взять .
({уЛ и множество 7‘. Следовательно, существует по
значение параметра s'- и состояние псевдоравновеспя \\Ул^ ' ’ „ ‘ ' ргт-
п множество Р Р такие, что либо !) s^ = S, либо 2) s  „ ̂  __
вует Г, V б 7^ такое, что ii-o{5) > 5^*0' при s > s“, либо 3) s
полпепы вновь условия леммы; тогда обязательно Р => Р- В
и 2) утверждение 2° леммы доказапо, в случае 3) р
процесс. Поскольку при этом на каждом /с-м шаге^множество '
только растет, то после конечного чпсла шагов ооязательпо реал
случай 1) НЛП 2). Утверждение 2° леммы доказано.

Утверждение 3° леммы доказывается следующим очевидным
нпем. Поскольку все элементы сети, по предположению являют ^
ментами с нормальными

(иначе в силу леммыmax

замеча-
эле-

комиопенты вектора z нс меныпь со-
* Вектор 2 мажорирует вектор___г, если все

ответствующих компонент вектора 2.
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множеств . прп доказательстве утверждения 2° леммы.
Лемма доказана.

Доказательство теоремы I. Состояние сети у, = О, Х; = О,
i = 1, 2,. . . , iV, удовлетворяет условиям леммы.  В силу этой леммы най
дется такое S, что для любого s, О ^ s ^ s, существует состояние сети
({уь ^i})^ удовлетворяющее (1) и условию 2° определения состояния рав
новесия с |io = |io{s). Положим теперь все продутхты дефицитными. По
скольку, по предположению, точка аго(5) удовлетворяет (2) как строгим
неравенствам, то для доказательства теоремы надо лишь доказать, что со
стояние сети ((у,-, являющееся в силу утверждения леммы решени
ем з^дач (18) с I = ф, одновременно есть решение задач (3), (4), (5)
при lki = к, i = 1, (так как все продукты — дефицитны).Г Предположим противное: для некоторого г* решением задачи

hi,

N

= max,
I<sl

(36){у<‘, б Gi',
Vi’ Vi'

(здесь для простоты записи масштаб измерения продуктов' изменен так,
чтобы все цены были равны единице) является точка {у.-, Xi*}, а решени
ем задачи

N

Г
■J

Г
/

П,- = У; (37)= max,
'

{у^., л:,*} б G,‘,
/с = 1, 2,..., Л^,

— точка {г/г, х.-}, причш {у,*, хг} = {.Уг, х,*}.
Поскольку точка ({у,*, х.«}) допустима для задачи (37) то

N

'i‘  > Vi‘ ^ ilii* (38)
hailhs=l

Из (38) и (36) следует, что yf > у;*, так как в противном случае точка
{у.*, Xi*} допустима для задачи (36) и поэтому точка (у>*, х^} не могла
бы быть решением этой задачи. Покажем теперь, что, с другой стороны,
перавенство

(39)Уг‘ > Vi'

не может иметь места. Действительно, пусть (39) имеет место. Так как
область Gi» выпукла и включает начало координат, то точка (у,- / у,-) {у,.,
X,*} = {yf, (у,-/yi*)Xi*} допустима для задачи (36), вместе с тем учиты-

N

лая, что элемент Р< ● не является ресурсным и, следовательно.
k=i

имеем
N N

Vi'
yi- i„-.Vi- (40)

Vi
ft=
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В этом церавенстве учтено, что в силу ограничений (37)
Л'

h=l

Из (40) следует, что решением задачи (36) должна быть точка (у,-/
fyi‘) {Ji*: а не точка 5,*}. Это противоречие доказывает теорему I

Доказательство теоремы II. Достаточно доказать, что суш;е-
ствует псевдоравЕОвесне ({уь *^г}) с множеством индексов I, удовлетво
ряющее условиям 1° и 3° определения состояния равновесия, причем для
доказательства выполнения условия 1° надо доказать только выполнение
(2), так как выполнение (1) входит в определение понятия псевдоравно'
веспя. Действительно, так как условие 2° определения состояния равнове
сия входит в определение псевдоравновеспя, то псев-доравновесие,  удов
летворяющее условиям 1° и 3° определения состояния равновесия, являет-

предельного равновесия с множеством дефицитных продук
тов /, так как по определению псевдоравновеспя оно не может быть про-

множестве I.

ся состоянием

мажорировано на

Ч

3Докажем сначала теорему в предположении
Пусть существует псевдоравновесие ({уЛ ^i‘}) с множеством индексов
дефицитных продуктов Г, удовлетворяющее (2). Определим у^ ком-

условия а).выполнения

та:;(

поненту у, решения (17) с / = Д Обозначим через множество индек
сов I таких, что У/ = У\^^ ● Затем введем - компоненту у. реше¬
ния (17) с / = /t'. Обозначим через /г' множество индексов i таких, что

^ ИТ. д. На некотором {k+i) шаге из-за конечности множе
ства элементов сети будем иметь =lh- Положим Л 7- Очевндн ,
состояние ({уЛ .г,'}) с новым множеством индексов
тов 7' будет также псевдоравновесием, удовлетворяющим ^
два случая: 1) нее те индексы г, для которых соотношения 1 )
вы как строгие неравенства, принадлежат /; 2) существует ^  »

I

(41)
li’o a:i*o)i Г Ф

В первом случае выполнено условие 3° определения состояния рав
теорема доказана, поскольку состояние (J-^' ’ J'VV

предположению, (2). Поэтому ^исследуем сл|ши^^^
Рассмотрим отрезок a:o(s): £--о li*o(s) )’

Обозначим через a;ho(s) {N — 1)-мернып вектор, отрезка
тора a:o(s) исключением k-ii компоненты. Так как все ко ^ -j-njni спро-
a:o(s) не убывают с ростом s, то к силу а) не убывают и все фу
са, т. е. при всех s имеют место соотношения

хт
веспя и тем самым
удовлетворяет, по

(42)
|fto(s) a:fto(5)), на от-пзмоняющаяся

(5) п поэтому
, так как единственнаяКроме того, a:i*o(s)=

резке а:о(а:) компонента |со(«) не входит в вектор
i*0

(43)

пР-^ка а: (s) удовлетворяет
.очка отрезку лежа-

- псекдорав-
Из (42) и (43) следует, что каждая

(2) и поэтому любое состояние сети с существует т
щем на отрезке, удовлетворяет (2). В силу ; „ вектором Хо
новесие ({уЛ‘, с множеством индексе ,2) мажорирующее

1+1 , лежа-

щим па отрезке и, следовательно, удовлетворяю!^ /г;!,*’ x^''\ ) (векторы
состояние ({уЛ X,-'}). Кроме того, либо ~ ^’0 '

совпадают), либо i* Ы *мI в данном случаеи XX i*0i*0
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Таким образом, можно построить последовательность псевдоравнове-
сий, удовлетворяющих (2), причем ((^г
S  В качестве первого члена такой последовательности возьмем состоя-
нпе ({О, 0}) с, 1° = ф. Из-за ограниченности множеств (S, эти последова
тельности пмеют пределы, которые обозначим {(у,-, Хх]) п I соответствен
но. Состояние {{уи х,}) с множеством индексов /, очевидно, является со
стоянием псевдоравновесия, удовлетворяющим (2). Если последователь
ность ({уг', ^i'}) строилась так, что последовательно перебирались все г*,
удовлетворяющие (41), то предельное состояние б^щет удовлетворять ус
ловию 3® определения состояния равновесия. Поэтому в соответствии с за
мечанием, приведенным в начале доказательства теоремы, построенное
предельное состояние является состоянием предельного равновесия. Та
ким образом, теорема в предположении выполнения условия а) доказана.

Перейдем теперь к условию б) теоремы. Без ограничения общности
можно считать, что индексы упорядочены следующим образом

i+i ,  ̂ ({уЛ т и

а<
(44)i <С к.если

с,- Cft

В условии упорядочения (44) функции спроса имеют вид ●  I

1-1

Еd — ChthO

Fi{c,Xio) =
Л=1

а, > о,
Ci

(45)о
Состояние ((yi }) = ({0, 0}) с, .г является псевдоравновеспем,

удовлетворяющим (2). Воспользовавшись отрезком хо (5) вида 0 ^ '
, X.'

10

^ л (с, 0), дло(5) = I = 0, к =?^ 1, по лемме получаем, что существует
псевдоравновесие ({у,‘, .т.7) с множеством /', /‘S/°, такое, что ^о‘==
=  (5), причем либо 1) |ю‘=Л(с, 0), либо 2) gio‘<^i(c, 0),но1б/Ч

В  слу^1ае 1) состояние ({уИ, Xi^}) удовлетворяет соотношениям (2) с
функциями спроса (45) как равенствам, так что условие 3° определенпя со
стояния равновесия оказывается выполненным и тем самым теорема до
казана. В случае 2) рассмотрим отрезок дго(5) вида

(5) ^ Fzic, ^2о‘), ifto(s) = lfeo‘= о, кф1,2. Вновь в силу леммы
убеждаемся в существовании псевдоравповесия ({уЛ Xi^}) с множеством

' ^ таким, что вектор ^о^ = ̂ о(-^) удовлетворяет соотношению (2),
цр™м либо 1) Хг,^), либо 2) W<F,{c, Х20'), по индексы 1
II 2 принадлежат 1\ Опять в случае 1) теорема доказана, а в случае 2)
аналогичным образом строим псевдоравыовесие ( х/^}  с множеством
индексов F п т. д.

Если на L-U шаге, L ^ N, построено нсевдоравновеспе ((yi% Ж/'})
имеет место соотношение

;^о

(5) = о ^10

|20

И

^ = Fl(c Xlo^)

ТО теорема доказана. Действительно, из (45) п (46) следует, что
L-1

L0 (46)

Zd —

L
L O

Cl



189MOflEvHb ПРОИЗВОДСТВА С НЕРАВНОВЕСНЫМИ ЦЕНАМИ

НЛП

Zl (47)= 0-d-

Из (45) с учетом (47) п определения состояния ({уЛ Xi^}) для всех
к'>- L имеем

(48)^ = Fk{c, Xko^) = о,

Соотношения (46) п (48) с учетом того обстоятельства, что по построе-
все к, мепьшпе L, принадлежат 1^, означают, что вы-

условис 3° определения состояния равновесия. В силу замечанпя
в начале доказательства теоремы выполнение этого условия в свою оче
редь II означает доказательство теоремы.

Если же (46) не имеет места в течение N шагов, то все индексы njin-
надлежат а это означает, что хотя в состоянии 5;,^}) прн люоом
i соотношения (2) выполнены как неравенства, условие 3'^ определенпя
состояния равновесия BbinOviHeHO. Теорема доказана.

Доказательство теоремы III. Обозначим состояние, удовлетво^
ряющее ус.ловшо теоремы, через ({г/i*, а:;*}). Еслп это состояние не явля
ется предельным, то существует другое ({у.**, а:;**}), такое, что

к > L.ko

пню множества
полнено

1
(49).N,*, i е /, к = о, 1ikik

д хотя бы для одного г', i* G /, и одного к*
(50)«*

Коль скоро ядро не содержит цикла то оно имеет ^^т^ бы одну вер
шину, в которую не входит нп одно ребро. Назовем такп „ tje-
шинами пулевого порядка, множество индексов которых о  ‘ состоя-
рез /Со. Ворнишам нулевого порядка соответствуют элементы сет ,
ние их определяется лишь из решения задачи {б), (ч;, поэтому

i 6 /Со. (51)
УГ = У:

1\

* лк\х

Поскольку, по предполошешпо. олемонты Р, - олемопты
техиологпческо.Ч xapaKTopncTiiKoii. то по сущестиуот

чтобы cy»u.api.i.iii выпуск продукции аломептамп.
иу.левого порядка, был больше у.щах- Поэтому в си. у (●

кого,
вершипам

г б/СOj

и.лп, с учетом (49),
(52)

. равное решешио задачи

●, i^KS »
О,ih

(3). (4)
Для всех элементов определим у

с дополните.ЛЫ1ЫМ ограничением

max'

(53)к.е.к

ВЫДОЛ.Ш теперь верпшпы ядра, к которым подходят

ходящие И.Т вершин ''^"«“^^Хтеорвмы отсутствия циклов в ядре та^
. И^овем эти вершппы вершинами первого поряд

обозначим через /Сь
пз-за предполагаемого по
кие вершины найдутся
ка , а множество индексов этих вершин



1

190 Э. М. БРАВЕРМАН

Вершпнам первого порядка соответствуют элементы, состояпие которых
определяется пз решения задачи (3), (4), (5), причем ограничения (5)
совпадают с (53). Поэтому

I/.* = Vi шлх

п, следовательно, в силу (49)

Рассуждая аналогично, можно выделить вершины второго порядка, к
которым подходят ребра, исходящие пз вершпн нулевого п первого поряд
ка, п показать, что суммарный выпуск соответствующих элементов в рас
сматриваемых двух состояниях также не может быть различным, если
пмеет место (49). Последовательно повышая порядок выделяемых вершин,
можно исчерпать все вершины ядра и тем самым показать,, что в условп-
ях теоремы требования (49) п (50) противоречивы.

Теорема III доказана.

i^K (54)ik 1»
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