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ЭКОЫОАШКА
II Ш А Т Е М А Т II Ч Е С К II Б МЕТОДЫ

МАГИСТРАЛЬНЫЙ РОСТ В ДИНАМИЧЕСКИХ
НАРОДНОХОЗЯЙСТВЕННЫХ МОДЕЛЯХ

С. 1\1. М О В Ш О В II ч

( Моспва )

Теоремы о магистралд являются полезным инструментом исследова
ния асимптотического поведения оптимальных траекторий динамических
моделей народного хозяйства. Они позволяют определять тепденцпп раз
вития отраслевой структуры, цен п темпа роста. Изучение асимптотиче
ского поведения цен дает теоретический фундамент построеппя моделей
ценообразования, устанавливая связь между оптимальными динамически
ми ценами и ценами, полученнымп на основе различных затратных прин
ципов [1]. К настоящему времени теоремы о магистрали установлены для
целого ряда экономических моделей. Литературные ссылки содержатся
например, в [2]. Однако в изученные ранее схемы не укладываются мно
гие важные модели, к числу которых относится модель, рассмотренная в
[3]. Балансовые связи между параметрами состояния ее в последователь
ные моменты времени задаются соотношеппями

То

(А' - Е)х,' + су, + Гг, + В (-с) X,' О,
TS=0

(1)
То

У', Ф (т)Zt —

т = 0

т+1
То — 1,т = 0,1,. . ● 1

1  I//J ^ О, i = 1, . . . ,2^-

Основной целью данной работы является доказательство теорем о ма
гистрали для (1). Попутно будет получено частичное обобщение резуль
татов [4, 5], где каждая отрасль располагает множеством техиологическпх
процессов. Специальные предположеппя обеспечивают выбор одного (эф
фективного) процесса в каждой отрасли на всей оптимальной траектории,
исключая конечное (не зависящее от Т) число периодов. В (1) каждая
отрасль располагает лишь одним процессом, п в этом смысле модели {4,
5] являются более общими, хотя на квадратную матрицу, составленную
пз эффективных процессов, накладывается ряд ограничений, которым мо
дель (1) не удовлетворяет. Из этих ограиичеиий, в частности, следуют и
приведенные ниже условия 1) — 4).

Представим (1) в более компактной форме

LiXi ^ L^Xt- (2)1»
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где //1 II Lz — квадратные матрицы порядка щ Xt = {х/, yt, zt, х°,. . .
,.., — ?г-мернып вектор, оппсывающий состояние экономики в мо¬
мент Наряду с (2) рассмотрим двойственную ей систему

(3)Pi-iLi ^ Pi^2, Pt ^ О, t — 1,. .., Т 1.

Системам (2) п (3) соответствуют прямая п двойственная модели Ней¬
мана

(4)max при aLiX ^ LzX,а
и

(5)min при ^pLi ^ pLz,

Если система (1) разрешима и неразложима, а диагональные матрицы
Ф(т) и'Е(т) строго согласованы, то решение (4) (по, суп^ествует, при
чем неймановский темп роста <Хо ^ 1, а неймаповскпй вектор пропорций
X единствен и положителен. Если а„ > 1, то справедлива теорема двойст
венности (ио = Ро). Непмановскпй вектор цен р также единствен п поло
жителен.

В дальнейшем, отвлекаясь от конкретной структуры (1) матриц и
Lz, будем рассматривать произвольную систему (2), удовлетворяющую
следующим условиям; 1) Li ж Lz — квадратные матрицы порядка п, Lz ^
^ 0; 2) из LiX ^0, х'^ 0 следует, что х = 0; 3) неймановскпе векторы
X II р существуют, единственны и положительны; 4) среди корней харак
теристического уравиенпя |?.Li — Lz\ — 0 на круге радиуса Оо располо
жен лишь простой корень Я = Оо.

Обозначим через . . . , последовательность из
7п -={- 1-го вектора. Последовательность Хо^, удовлетворяющую (2),
называть ее траекторией, а соответствующую последовательность Xt ^
О ^ t ^ Т — т,— отрезком траектории. Множество последовательностей
L(m)=:{x!+": L,x, = LzX,-,, х, ^ О, х = t ... ,t т) назовем неп-
маповским. Очевидно, при любых i и тп неймаповское множество непусто

— углов'ое расстояние

У. По-

Р

УX
й является конусом. Пусть р [х, у) = 11у11
между двумя ненулевыми векторами в евклидовом пространстве
У)

' _\

= niiii р [х, у) — угловое расстоянпе между вектором п конусом
Х = « + 1,

ибГ
4 L^Xx LzXxt+m

Lt{m) = {Xfложпм 1»
p(Xi+”*,jC(77i))<e}. д ^

Лемма 1. ho заданному e > О найдется такое б > О, что для пр
вольной траектории Хо^ из Х/'^"' ^ Le,{m) следует

-1»

(6)^ (1 — b)a(,'^pLiXt.pL^x

Доказательство. Пусть (6) неверно, т. е. найдутся
пости отрезков Хг^^^{к) п б.^О, к^оо такие, что X
pL,x,^M>{i-bn)a,-pLM^). lle уменьшая общности, можш
тать, что 1|Х/‘+”'(/с) 11^ const. Переходя к пределу по
pL,x\^=:ao-pL:xy Так как р > О, = ^ ^ LzX то
L,x,° = LzxLi , т = г + 1,.. . , ^ т. е. X?’ 6 L(m). С

углового расстояния следует, что р(Х’ ‘ ●пы, из непрерывности
L{m)) ^ в. Лемма доказаиа.

Система (2) вместе с начальными условиями Хо определяет множест
во траекторий экономической дииампки. Выбор оптимальной траектории
определяется функцией общественной полезности, заданно!! на множестве
траекторий, U=U{Xo^). Для дальнейшего пам понадобится следующее
7  Экономика п математические методы, JVi 2
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утверледеппе, вытекающее из условии 1) — 4). Для пропзволыюго с^О
найдется такое натуральное к, что для любого t п любой траекторпн
справедливо

cxi ^ kpLiXt. (7)

Для доказательства предположим, что (7) неверно. Тогда на]1дутся
последовательность tn п траектории Xq
^ npLiXt

^  ̂ Не уменьшая общности, можно считать,

сх,^ > 7трЬ-.х-такие, что
Положив у, = х,1\\х,\\ и pt = \\xt\\l\\x,+ получим, что-1.

ji i. При этом Liiji ^ L-iTjo. Если Z,o^o = 0, то Liiji ^ О,что

Vi ^ О, что противоречит условию 2). Если Lzyo ^ О, то для некоторого 6
достаточно больших п справедливо рЬ2Уп > б, так как р > 0. Но тогда

с
“  > б > о для достаточно больших п, что противоречит ограничсп-

и

Еостц Неравенство 7 доказано.
Следствие 1. Пусть

и (Хо^) = СХт.>

Если Ха > о, то по заданному е > 0 найдется такое число Л/, что для
любого Т II любой оптимальной траектории число иепересекающихся
отрезков, для которых Xt^^^Lg{m). не превосходит М. Этот факт непо
средственно следует из теоремы 2 в [б].

Но существу утверждение следствия 1 отличается от теоремы о маги
страли Раднера лишь тем, что неймановское множество, близость к кото
рому гарантируется, имеет высокую размерность (не меньше п). Поэтому
для получения более содержательных утверждений необходим дальней
ший анализ свойств оптимальных траектори1г Рассмотрим сначала целе
вую функцию и (Хо’’) иного вида. Пусть

(8)

£^(X/)=^VH{a:0, (9)
t=i

где и(х) — выпуклая вверх монотонно возрастающая (из Xi > х^ следует
и{х,) > и{х2)) гладкая функция, определенная на положительном ортанте
пространства Для такой целевой функции число отрезков оптимальной
траектории, для которыхХЛ"" Ф Ь^т) может, вообще говоря, неограничен
но возрастать с ростом Т. Однако справ’едлпво утверждение, близкое к ус-
тановлеппому в следствии 1. Обозначим через Л/г,  t число непересекающих-
с^я отрезков_ траектории Хо^, для которых Хт"^^ Ф при т нг ^
и (а) = и (ах). Очевидно, (а) — выпуклая функция, определенная и диф
ферелцируемая при а^0,авЕ\

Следствие 2. Пусть Ха > 0, функция U(Xa^) удовлетворяет условиям

Ит Г(а)а*-'Чпй> Д > 0, ц = —In /1н Со.а-*со (10)

Тогда по заданному е > 0 найдется такое М, что для любого t
извольной оптимальной траектории Хо^ число М
восходящих некоторое Т

Доказательство. Пусть утверждение неверно. Тогда для произ
вольного М найдется такое t

о и про
Г, fo

0.

что существуют траектории произвольно

-
<: М для всех Т, пре-

большой длины Т, для_которых Л/г,,„ > м. Пусть X  ^ д:о, тогда последо
вательность Ха, Xt — aojT, t — 1, . . . , г, образует траекторию. Из (б) и (7)
следует, что cxi < kpUxt ^ 7сао‘(1 — b)^pUxa при  t ^ ̂ o, т. е. полагая.
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что г — kpLiXa I min с,- не — тг-мерный вектор с единичными компонентами,
i

получим
(И)ао'('1-6)"ге,

Из (11) вытекает, что можно выбрать М и соответственно to такими,
чтобы Xt ^ pxt для некоторого р <С 1 и всех t ^ io. Из оптимальности
следует

к

^ ?.'(w(pao'x) — li(ao'x)) > — ii(a;,)) > —c(io),
«=«0+‘ 1=1

причем с (to) не зависит от Т, т. е., учитывая (10), получим

Ai(p“l) ^In Со

X‘ao^
—c(to)^(p —1) У^,ц'(р1ао*)>'-'ао' ^

t=i'+i‘==^a+^

A.(P-I) V ±
2-1 t 'In a,

где p ^ Pi ^ 1, 0 <C Ai ^ A, ^0. Из расходимости гармонического ря
да вытекает, что последнее соотношение невозможно при достаточно боль
шом Т. Полученное противоречие доказывает следствие.

Перейдем теперь к анализу свойств траекторий, близхшх к нейманов
скому множеству.

Лемма 2. Для любых натурального N и Ь ^ существует такое е > 0,
что из

следует существование последовательности уо, yi,..., у и, для которой

t = о,. . ., М — т. (12)

(13)Lpj, = 1гУ /-1-

и р {xt, yi) < б для всех t = 0,1,..., iV.
Поскольку матрица Li может быть вырожденной,

леммы нам потребуется установить сначала, из каких у может исходить
последовательность, удовлетворяющая (13). Прп этом прояснится, почему
в лемме 1 рассматривались отрезки траектории длины т и чему т должно
быть равно. Попутно установим некоторые свойства траекторий систе
мы (13). Точку X назовем т-продолжимой, если существует отрезок тра
екторий АГо’", Хо = з:, системы

для доказательства

(14)L\Xt — L2X1 t  Г.-ь
Множество wi-продолжпмьтх точек обозначим Л^. Точки, из которых

исходят траектории произвольной длины, объединим  в множество Л.
Лемма 3. Пусть Хо^ — траектории системы (14). Тогда найдется нату

ральное к не превосходящее тг — 1, такое, что точки xt отрезка траектории
r-fc

принадлежат Л, а сам отрезок при заданном Хо определяется единст
венным образом.

Доказательство 1. Если Л, — невырожденная матрица, то Xt —
~ Lr^ L^Xt^i, т. е. Л совпадает со всем пространств-ом, а /с= 0. Пусть те
перь Л, — вырожденная матрица, Li^ = (Лц^, Л^^), причем Л,2 = МД
а ранг матрицы Ли равен числу ее строк (Т—знак транспонирования) .
Первое соотношение (14) можно представить в виде

X

1Ь

(15>о = (Л22 - Mil2i)x„ где Лз^ = (Лз.^LuXi — L-nXa,
1*
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т. е. Ri = {х: (L22 — J\IiLzi)x = 0}. Для существования Хг необходимо,
чтобы Xi 6 Ri

(15')LiiX\ — Z/2(X(i, (Z/22 M Xi — 0.

Если матрица {L
A; = 1. Если Qi — вырожденная матрица п Qi'^ = (1/22*

MiLiiY) невырождена, то22

(Z/22^   Mi"Z/2l)^) {Ьг2~где
—  a — 21
валентно снстеме

 Я = Д

{L.J -

а

ММ"' = ((1-22* -M.‘L20^
= Л/2*Я„ + МгЧЯаз* — M/L2O, ТО (15') ЭКВП-

(15")■A-iiXl   ^2iXo, (Я22*   ■^1’●^^*Я21 ) Xi о, о iJ^2*-^/2lXo.

Отсюда, как п раньше, Яг = Я1 П ● Мг^Ьцх = 0}. Положим ==
= (Li/, (L22* — ^1*^21)^, (^21*^21)’’. Если (?2 вырождена, этот процесс
можно продолжить, причем будут строиться множества Яз, Я4, . ..,Яь и
матрицы <?з, . . ., (?А до тех пор, пока матрица Qk окажется невырожденной.
Докажем, что певыролщенная матрица встретится не позднее, чем при
к = п— 1. Это доказательство существенно опирается на теорию регуляр
ных пучков матриц [7, гл. XII].

2. Докажем прежде всего, что пучок матриц Li — XL2 регулярный, т. е.
существует такое число Хц, что определитель \Ь^ — ХйЬг \ ¥= 0. Пусть это
неверно и |Я, —7X2 ] = 0 при любом действительном X. Положим L(a) =
= aLi — L2. Из единственности х следует, что ранг Я(по) = п — 1. По
ложим (с помощью перенумерации, если ото необходимо) Я (а) =

Яц(а), Я1г(а)

^21(0), /22(0)( ^ , где Я„(ао) —
невырожденная матрица ранга п — 1.

Из вырождепности Я (а) прп любом а следует, что (Z21 (а), Zo2(a)) =
= М{а) (L,i(a), Z/i2(a)), а Яц(а) невырождена при  щ ^ о ^ Оо Н- Д для
некоторого Д > 0. Если х = (xj,x"), где х, — (п — 1)-мерпый вектор, то,
положив L{a)x = о х,(а) =
= —Я,1“‘(а)Я12(а)х". Так как Xi(ao) = Xt > 0, то существует пеотрица-
тельпое рёшение системы Я(а)х = 0 при а > По, что противоречит опре
делению По. Р1так, Я, — УХг — регулярный пучок матрхгц.

3. Система (14) эквивалентна системе

= x^X из системы получим

(16)Azt = Bz

где А = PLiQ, В = PL^Q^ z = Р, Q — произвольные невырожден¬
ные матрицы п-го порядка. Выберем Я и так, чтобы получить канониче
ское представление пучка Ly — XL^. Прп этом А = (Я„„ Я„,, /),
В == (//„., . . . , Я
ные ненулевые клетки квазидиагональпых матриц Л и Я; Ei — единичная

ft

матрица порядка i\ Е — единичная матрица порядка п— У'. п,\ IR — мат-

Е). Здесь через запя1ую записаны последователь-

г=1
рица порядка i, у которой элементы первой наддиагонали равны единице
а остальные элементы равны нулю; 1= (A.X{, Я,„. . ., XX.g +Я,д)--
матрица в жордаяовон форме. Так как А — вырожденная матрица, то в
некоторых клетках I диагональные элементы равны нулю. Процесс по
строения последовательности матриц, эквивалентных Qi, описанный выше,
затрагивает именно эти клетки, так как остальные объединяются в мат
рицу, эквивалентную Яи. Рассмотрим ход процесса для одной из вырож-

ХЕг + Яг, X = о,— вырождеипая клетка по¬денных клеток. Пусть S _
рядка г матрицы Л. В матрице В этой клетке соответствует клетка Яг.
Первые г—1 строк 8° входят в матрицу, эквивалентную Я,,. Так как
Му — нулевая матрица-строка порядка г — 1, то (Я22 — MyLzy) = (0,...экв
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т. е. + где Г
мепт 'Yap = 1, а остальные — нули. Клетка снова вырождена. На следую
щем шаге = (О, . . . , 0,1) п = S° Гг, т
после г— 1-го шага, получим невырожденную матрицу =5® + Гг. i
В процессе построения матрицы, эквивалентной Qi, все вырожденные
клетки матрицы (Qi-i)
построения невырожденной матрицы (<?й)экп завершается после
чем п — 1-го шага. Для исходной системы (14) получим Qk^ = {L^i^ {1^2 —

 [мгь,у)
= {х : (Дз2 - М,Ьг^)х = 0}, = Л,_, п {х : M,'L,,x  = 0}, i ^ 2. Ыепусто-
та R следует из того, что х б R. Множество R является подпространством

Е”. Если Хо^ — траектория (14), toQ,,Xi —

t^T — k, так как эти XiQR. Отсюда следует, что отрезок Хо
ляется единственным образом. Лемма доказана.

В коиструкцпп доказательства по существу использовался лишь факт
регулярности пучка матриц Li — A.L2. Поэтому аналогично лемме 3 можно
доказать:

Следствие 1. Пусть AV — траектория (14). Тогда существует невырож
денная матрица Q такая, что Li^Xi — Q'xi-i, О = Q'Xi^i для всех
где к ^п — 1, Q'^ = {QJ, Q^)- Если при этом фиксирована точка Хт, то
отрезок траектории ХУ определяется едииствешгым образом.

Следствие 2. Пусть — траектория системы (14). Тогда существует
такая невырожденная матрица С порядка п, что

Xi ~~ Cxi

Доказательст во.

такие, что QuXt =

— 1 ^ i < Г. Отсюда для тг — 1 ^ г < Т — я 1 и произвольного X по-

^  I j j л:, = (^ ( о ^ через а{Х)

матрица порядка а, у которой эле-

Продолшая процесс-1«

преобразуются одновременно. Поэтому процесс
не более

экв

Ri =R = Rи соответственно к,

/ Lz\Xi-i \

I  О /
всехдля

г-к
опреде-

(17)-1»

Существуют невырожденные матрицы Qh ^ Q
/ Li'xt

) = Qxi-
L^iXt-i

), 0<i^r~ra+ln у(
irоО

п

лучим

первой матрицы и через Ь{Х) — второй. Очевидно,
больших Я, а Ь{Х) ф О при Я = 0. Так как

не выше п относительно Я, не равные
что одновременно а (Яо) ^ ̂

Следст-

и
о>

Яо(?й ^ ( о ) )

/L
)+^)-

/ 21с = \ о

значеипе определителя
а (Я) ф о при достаточно
а(Я) и 6(Я) — полиномы степени

иайдется такое Ятонулю тождественно

6(Яо) Ф 0. Положим

вне доказано.
Пусть Ро  траектория системы (при заданном р

1,.. . ,Г-1.

Следствие 3. Существует такая невырожденная матрица Ci порядка п,
что = P(Ci, ?г ^ i ^ 7* — «

Вернемся к доказательству
тельство леммы 2 проводится индукцией по длине отрезка траектории
Пусть 5 = 0 Положим 8 = 6. Из включения (12) следует существование
последовательности Го” о Р(?г) такой, что р(г/о, а^о) < 6. В качестве i/o
выберем ио. Очевидно, уо 6 R. По индуктивному предположению по любо-

6, > о найдется такое 8i, что при 8 8i из (12) следует
последовательности Yo^BL{t), t<CN — n + i такой, что

)г-1 г-1

(18)p,-iLi = ptEi,

леммы 2, заметив, что т = п — 1. Доказа
ло*.

му заданному
существование

I
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^  и уг 6 i? ДЛЯ всех I = i,... ,t. Из (12) следует также суще
ствование последовательности такой, что
т = г,..,, t-\-n. При этом, очевидно, yi^i 6 R. Из двух последних пера-
венств вытекает р (у,, yt) ^ 6i -|- е, так как р удовлетворяет неравенству
треугольника.

Рассмотрим теперь отображение F„{zo) = {^о”} из в опре¬
деленное п непрерывное на R относительно углового расстояния р. Выбе
рем б, II е так, чтобы в Fn(yt) нашлась последовательность , удовлет
воряющая условию р(Р|‘^” , <62. Очевидно, y,+i G/? п p(aj/+i,

,  yt+i) ^ 8-{-62. Выбор таких е и 62, что

р(а^т, у.) ^ 8,

Ui+i) ^ p(^f+i, yt+i) + р(у J+1
8 Н- 62 = б, завершает доказательство леммы.

Нам понадобиться вспомогательная теорема. Обозначим S = {х : х
^0},N = T — п.Г Теорема 1. Пусть — траектория системы (14), а матрицы и Ьг
удовлетворяют следуюицим условиям: 1) матрицы Li  и Lo квадратные по
рядка ?г, £2 ^ О {либо £i ^ 0); 2) неймановские векторы х и р единст
венны и полооюительны; 3) среди корней уравнения |AXi — L2I = 0 wa
круге радиуса |>.| = Оо расположен лишь простой корень Х= ~ '
если pLiXn > о для некоторого достаточно малого т] > 0 справедливо
условие р(а;л-, 5) <С т] для любого Т, то по любому заданному е > 0 най
дется М, не зависящее от Т, для которого р {xi, х) > е не более чем для М
периодов.

Доказательство 1. Положим £i(^i) = (1 — m.)£i |.iC"S
Ег{\\) = (1 — \F)L2 + о < р, <С 1. Найдется такое ро, что при р ^ ро
матрицы £i(p) п £г(р) — невырожденные. Так как 'Е  л С — невырожден
ные матрицы, доказательство повторяет обоснование второго следствия
леммы 3. Рассмотрим траекторию Хп"(р) системы

ТогдаНо.

Li{\x)xt = Lz{\F)x

Очевидно, при х„(р) = х„ справедливо X,i‘'^(p) = Отсюда следу-
что ao£i(p)x = L2(p)ic при р ^ ро. Докажем теперь, что существует

положительное решение рд системы aopLj(p) =pL2(p). Система aop£i —

(19)/-ij

ет,

— рЬг = 0, pi — 2 Pi = 1 имеет единственное решение р
i= 1

це (ao£i — £г) можно выбрать п — 1-й столбец так, что вместо со столб
цом 1 они образуют певырожденную матрицу А, рЛ =  = (0,..., 0, 1)’’.
Если в А заменить элементы ao£i — £2 элементами ao£i(p) — £2(р), то
полученная матрица А (р) невырожденна при достаточно малом р, так
как ее элемент],! непрерывны но р. Положим Д, = 8„Л“‘(р). Вектор рд по
компонентно непрерывен по р, следовательно, при достаточно малых р он
положителен. Возможен один из двух случаев: либо столбец, отброшен
ный при построении А в матрхще ao£i(p) —1,2(р), линейно зависит от
остальны^^ либо пет. В^ первом слу^хае рд = рд решение системы

оР i(p) р/у2(р). Второй случай невозможен, тах{ как он протххворечпт
разрешимости системы ao£i(p)x = Lz{\i)x.

2. Положим Сд = £г(р)£1“^(р), Система (19)

Wi = C,,w

т. е. в матри-

эхчвивалентна системе

(20)(-1,

где ил £i(p)^/. Очевидно, Wii — £i(p)x и рд — собственные вех«торы
(правый XI левый)^матрххцы Сд. Соответствующее им собственное значение «
равно Uo. Вектор w,, > 0, так как х > 0 и £,(р) —  - -
рожденная матрица, £.(р)х = ао-‘£г(р)х. Покажем,

неотрицательная невы-
, что при достаточно
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малом [-1 — единственный собственный вектор, соответствующий харак¬
теристическому корню л = Но, т. е. геометрическая кратность корня Я =
= Но равна единице. Пусть это неверно п при любом малом ц в суще
ствует Юц = w,x — собствеыиый вектор Сц, соответствующий корню Оо. Тог
да а;,. = Z-i“‘(р) — решение системы ao^i(р)а: = х^, = х. Поло
жим г = тт{1:х^ — 1x^0) п У^ = ̂ х — — та ||. Очевидно, г/ц —
решение системы. Переходя к пределу при р->0, получим aoLiyo = Е^уо,
причем Уо =7^ уо ^ О, что противоречит единственности неймановского
вектора х.

Установим еще два свойства спектра матрицы С,,. Во-первых, Со про
стой корень уравнения \ХЕ — С„| = 0. Если это утверждение неверно, то,
поскольку геометрическая кратность корня Оо равна единице, найдется
такой вектор iVi 'Ф что = WuH-aoZ^^i. Умножая это равенство
J3,i слева, получим = 0, что противоречит положптельпостп векторов
Рц и w^. Во-вторых, при достаточно малых ц среди собственных зиаченпй
С„ нет комплексных, равных по модулю Пг. Предположим противное п обо
значим Я, ,2(|-1) = — пару сопряжеииых собственных^значении.
Из условия 3) теоремы следует, что /w(p) Оо при t 1, 2- то
●означает, что соответствующий корням At, 2(1-1) сомножитель характери
стического уравнения (Я^—2аоЯсоз ф(ц) И-cto^) стремится к  (Я Ио) ,
что противоречит тому же условшо 3).

Для завершения доказательства остается применить незпачптельщчо
модификацию леммы 7 из [4].

Аналогично может быть установлена следующая теорема.
Теорема 1'. Пусть Pl~'- — траектория системы (18), а матрицы и Ьг

удовлетворяют условием 1) -3 теоремы 1. Тогда, если рф.х > 0 ид^ля не
которого достаточно малого Г| > 0 справедливо условие р(Рп, о) <.11
любого Т, то по любому заданному е > 0 найдется М, не зависящее от 1,
для которого р {pt, р) > е не более чем для М периодов.

Вернемся к изучению экономической динамики, описываемой систе
мой (2) о целевой функций (8) или (9), удовлетворяющей услови-

на

ям (10). д
Теорема 2 (о магпстралп). Пусть - оптимальная траект^г^ мод^

ли (2) Г8) Если справедливы пред?юложепия 1) - 4)  и Хо ^ V, то пи
произвольному о найдется М, общее для всех опгшшльных тра^кто-
рий и не зависящее от Т, такое, что p{xi, л) <С е при ~

Доказательство (следует плану [5]). 1
В слабо11 форме). Из следствия 1 леммы 1 вытекает, ito ‘ перио
де > 0 найдется такое М., что ^ 1'^ ZZ-
ДОЕ. При этом траектория распадается не более чем
ков, па каждом из которых .Ж'+'бЬ. (1) для всех t. З^ч - .,„ного
выбрать так, чтобы для канщого отрезка траектории  ^ ,  п аад‘
б>0 существовала последовательность /-' . удовлетворяющая усл-

/~ „ \ ^ А/9 т<1К'т-\-1 Можно считать, не умень
ВИЯМ (13) я р(л:(, у,) < 6/2, г i йппчости траскто-
шая общности, что ао > 1- Тогда из условия о const >*0 т. е. при
рии к иеГшаповскому множеству ^ Поскольку 2, 0.

ДоОстатояяо малому > 0 Таким образом,

последовательность У^Цовлотворяет условиям
?о~^^щ<Г:аГне Гл?о^м"м,'’г!4ио^ов. Обьедпияя оцешеп полудим.
дтГкловиё р (.2,. 2) ^ б может нарушаться не более чем для (М, + 1)М.
■периодов из Т.

г
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2. (теорема о магпстралп в сильной форме). Пусть  г и s — по-
Очевпдио,p(5j, х) ^ б.мера первого и последнего момента, когда

г < (Л/, + i)M s-^T— (Л/, + 1)Л/г.2?

бZ
Так как

= min ж* при 1^1 = 1. Аналогично можно получить, что

Xk, к — г, S. Положим Xj. = (i —II II

= ao”’'iCr. Тогда 5д = аГ’'

£

а

б\ ®г||X £, Хг+а X

б ^г|[ СЧ)(-fi- s-r
£>al£

Л-, где
Xа

б
X

а — б

1 = 4q£j., . . 5’s =

б  \ I Ху
●^s = 3's*а — б7а

Пусть J < Т. Последовательность Хо, .Ti, . . . , Хг, Ха + 1, . ● ● , Хт,  __   г + 1, ● ● ● , X

где Lix,+k ^ L.Xs+h-i, А; = 1,. ,. , — s, x^+h ^ О, является траекторией
^) , поскольку £-2 ^ 0. Т^к как Хо^ — оптимальная траектория, а векторы
Ха И Ха ~коллппеарны, то х

I

., ^ х,. Очевидно,
S

П (1-б,)р£, б W б
= Со pLj^Xs > ао '' 1 — 1 — pL^fr^Xг»

а — ба
S

б\з б  \2

а — б/ *
Поэтому 1-

аt=T+l

Из неравенства (6) (при т = i) следует возможность по заданному е
выбирать б таким, чтобы 6L,(1) для всех iGr, .. .,s. Применяя
к отрезку траектории X/ рассуждения первого пункта доказательства
полагая М — (Л/i + 2)Мг, завершим доказательство,

магистрали). Пусть оптимальная, траектория модели-
^  справедливы условия теоремы 2. Тогда по заданному е > О
найдется такое М, общее для всех оптимальных траекторий, что для лю
бого и и достаточно большого Т справедливо р(л;,, х) <г для М

II
I

Доказательство. Примем По > 1. Тогда доказательство повторяет
, что X

можно найти такое

рассмотрим траекторию Ха, х\, ..

Ха.

X Гг● }

доказательство теоремы 2, исключая один пункт. Установим
Ьсли это неверно, JTO учитывая их коллинеарность,
Р  что <С рх,. Наряду с Хц^

Хг+1,...,Ха, x,+i,...,Xr. Если Т достаточно велико, то с помохцыо пассуж-
дении, приведенных в доказательстве следствия 2 леммы 1, нридел! к поо-
тив^ечшо. Дальнейшее снова повторяет доказательство теоремы 2 ^

влечет положительностей, при достГт^но\тло™/пол°^”^ ^) < е
понент решения (2), (8) в соответгтв^^ f/. : Положительность

векторов цено min при > p,L,,

ком-

тирует выполнение равенств в двойствениоп Двойственности
^ J ^ Г

,  ̂
системе (3) Итак пл— М имеют

мы 1,

гаран-
я Л/ <г

очевидно, иыполняютс’гГ.Гд'а'кжо'''-’^' =
применить теорему 1', -

теоре-
очевидно, р (р,, 5) =0. Чтобы

что pостается доказать ,L,x > 0. Но ptL,x ^
сх > 0. Таким образ

,
ом, дока-Li > с, т. е. рт-iLiX ^^●aopi-iLix, р г-1

за и а
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т-1 — оптимальная траектория задачи, двойствен-Теорема 4. Пусть Р
ной к (2), (8). Если справедливы условия 1) —4), то по заданному е > О
найдется такое М, общее для всех оптимальных траекторий и не завися
щее от Т, что р {р1, р) <С е для t М, . . . , Т — Л/.

Заметим, что /J !> 0. Поэтому из теоремы 4 следует, что для оптималь
ной траектории (2) BbinOvTHHiOTcn как равенства на всей траектории,
исключая не более чем М периодов, где М не зависит от Т. Это замеча
ние II аналогичное, относящееся к двойственной задаче, являются теоре
мами о магистрали (прямой и двойственной) в сильнейшей форме [8].

о

ЛИТЕРАТУРА

1. В. Д. Белкнп. Цены единого уровня п экономияес1ше пзмереппя на пх основе.
М., Э'копомпздат, 1963.

2. С. М. М о в ш о в п ч, Б. Г. П п т т е л ь. Магпетральные свойства моделей замкну-
Toii экономики п дппампчески.ч процессов прпнятпя решений. Экономика п ма-
тем. методы, 1970, т. VI, вып. 2.

3. М. Н. Ефимов, С. М. М о в ш о в II ч. Модель сбалансированного роста. Равновес
ные народно.хозяйствеппые пропорции и цепы. В Со. Первая копфе^ренция по
оптимальному планированию п управлению народным хозяйством. Вып. 1. М.,

Generalized Loontief Model. Econo-
1971 (ЦЭМИ АН СССР).

4. L. W. М с К е п Z i е. Turnpike Theorems for а
metrica, 1963, V. 31. . т ^ г» * ^ о- ^

5. I. Tsukui. Turnpike Theorem in а Generalized Dynamic Input—Output bislem.
Economctrica, 1966, v. 34.

6. C. M. Мовшович. Теоремы о магистрали в моделях Ненмапа — 1епла. Экопо-
мика II матем. методы, 1969, т. V, вып. 6.

7. Ф. Р. Г а п т м а X е р. Теория матриц. М., Гостехиздат, 1У5-1.
8. В. Л. М а к а р о в. Асимптотическое поведение оптимальных траекторпи линей

ных моделей экономики. Спб. матом, ж., 1966, т. VII, Jss 4.

Поступпла в редакцию
25 I 1971


	Economy_1972_2_ 99
	Economy_1972_2_ 100
	Economy_1972_2_ 101
	Economy_1972_2_ 102
	Economy_1972_2_ 103
	Economy_1972_2_ 104
	Economy_1972_2_ 105
	Economy_1972_2_ 106
	Economy_1972_2_ 107
	Economy_1972_2_ 108

