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Задача определения собственных значений матриц общеизвестна. Она
состоит в отыскании всех таких чисел Pi,,-, для которых \А — XiE\ = О, где
Л — квадратная матрица с действительными элементами, Е — единичная
матрица. В настоящей работе выделяется класс матриц, для которых ука
занная задача существенно упрощается. Полученные здесь результаты
ляются обобщением результатов [1] п кратко изложены в [2].

Рассмотрим множество квадратных матриц с действительными
тами и определим на этом множестве следующие операции.

1. Пусть Ds = sdE—\\d\\, где d —некоторое действительное число,
I(«i|j — квадратная матрица порядка s.

Назовем матрицу d-дополпптельной к матрице А порядка s,
A‘^ = D, — A.

2. Пусть даны квадратные матрицы и Ао порядка Si  и Sn соответст
венно. Определим операцию d следующим образом

яв-

элемен-

если

А-1 s^dEi —d
Ai dA^^ — -d ■^2 “H SidE2

Операция d, очевидно, ассоциативна, но некоммутативна. Если с =А= d,
операщга cud иедистрпбутивиы, т. е.

(AirfAa)cA3^ {AicA3)d{A2cA^).

то

Будем говорить, что матрицы Ai и Аг сильно подобны и писать А,
~ Аг, если одну из нпх можно получить из другой перестановкой строк п
соответствующих столбцов. Среди классов сильно подобных матриц опера
ция d коммутативна.

Если матвпда А представима в виде А AjdA

Г

.  , . .. то будем говорить,
матрица А й-разложнма, в противном случае — «i-нсразложима.

Теорема 1. Пусть Ai и Аг — квадратные матрицы. Тогда

2,что

A\dA^ — Ai‘^0A2^- (1)

Доказательство. A^dA'l = {s^ -Ь s^) dE — \\d\\— A-^^dA^ —

dE^—\\d\\^ — Аг 0
= [Si dE^ - 1 d [ji - A A 0 [S3 dE2 -

S2 dE^ I ^ I2 — -^20

II^IU ^2] — A1OA2,

что и требовалось доказать.
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Пусть М — такое мнончество квадратных матриц с действительными
олементамп, что

(2)ctjj — О,А=\ш\ем, если
i=i

где S — порядок матрицы А. Очевидно, еслп А, Ai, Аг б М, то А'^ б М,
AidA2 б М, ы наоборот, если А ^ М п А = AidA2, то Ai в М и Л2 б М.

Пусть

(3)В,^{А) = X

Для А б М UI = О п 5,/ (А) — мпогочлеп степени (s  - 1), где s - по
рядок матрицы А. Очевидно, Вк(А) =Р{— / X, где Р{Х) — характе
рпстическпи многочлен матрицы А.

Теорема 2. Пусть Л, ^i, Л26М. Тогда

1. = (4)

(5)
{AidAz) = (^ Н“ Н“ S2d)B\+3jd{Ai)B\+ayd{A2)‘

в 1+^22. В1
= |]a.-ji|. Так как А-\- А"^ = ,1.

Доказательство. Пусть А —
=  то

iHfili, ii

i Ф hctfj4- a,j — d,

Ctii H“ 1) (6)

Bk"{A) — определитель матрицы ||ри11, где
i = 1,
i = j=f=i,
i=j= i, i=hh
i, i = Ij 2, s.

1,
ccii + X, 0)

0-w

Из (6) II (7) (8)
^ii + Pt-i = {s-i)di-2X, i=^i

Запишем матрицу II Pell условно в виде

(9)

i1 г
||Pi;i = Pi; , Pii

гФ1

где 1 означает, что первая строка матрицы состоит из
единиц. Тогда

11

В1 = Pi; "Ь d, Pii “h dPiiPi? ’ i¥=J.

Пользуясь (7) - (9), получим 11
= (- i) ’- a,i — X — sd Iвг{л^) = — pij, sd — pii + 2X Ct,-;,
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Легко видеть, что

в::*"{А, .Аг) = ).В,‘>(А,)В,.-^(Аг).

Воспользуемся теперь (1), (4) п (10)

в, {A,dA,} = (А,■‘.а/) = (- 1) — (4 о А/) =

= (- 1) - (?^ + sd)Bl[,^„, {А,-)В:и^.„ (А/) =

= (- l)-(). + sd) (- (- =

= (A + sc?)5(x+s,d)(^i)-5(x+,,,d)(i42), где 5 = St + S2.

(10)

Теорема доказана.
Замечание. Для спмметрнчиых матриц можно предложить более пагляд-

пое доказательство (4) теоремы 2.
Для всякого собственного вектора Хо симметричной матрицы А

ка S существует система (Хо, X,, . . . , X,
ных векторов, т. е. (X.-, X;) = 0 для г ^ / и i,  / = 0, 1, . . .
ствующие собственные значения обозначим через Яо, Pvi, . . .
но, Яо = о — собственное значение матрицы Л из М,  а вектор Хо 0
координаты которого равны одному и тому же числу,— собственный вектор
матрицы Л. Если Л б 71/, то А'^е М, поэтому ЛХо = Л'^Хо = ^оХо = 0.

Кроме того, из сказанного следует, что (Хо, Хл) = 0, значит ЙЦХ,. =
— о для к = 1,2, . . ., S — 1. Поэтому

A’'Xh sdEXji — |[rf|lXft — AXjt = (sd -—- ^j,)Xh.

Та1шм образом, вектор Хл, к 0 является собственным вектором
рицы Л с собственным значением sd — Хл. Иначе говоря, применение
матрице Л из 71/ операции ^-дополнения меняет ее собственные числа с Ял
на sd — Я/,, кроме одного собственного числа Яо = 0, которое остается неиз
менным. Легко видеть, что это утверждение эквивалентно (4).

Рассмотрим еще одну операцию над матрицами, более общую
рация d. Пусть Л, = ||a,j’[|, Аг = (|а,/(1 — квадратные матрицы порядка St

«2 соответственно. Пусть Т = ||^,л[| — прямоугольная матрица размеров
>5i X 8г, все строки которой одинаковы: = Ьц, = t,„ i, j = 1, 2, . .
к  ~ 1,2, 8г. Определим операцию Т

поряд-
взаимноортогональных собствеы-

S — 1. Соответ-
—1

Очевид-
: все

-!●

мат-
к

чем опе-

п

■ ? ^1»

А-х— (2 ^1 ТГ
л ДЛа = (И)

„(2) „ * п''^'^kk — ^kl
(2)Т'

Очевидно, если Л
Теорема 3. Пусть А

Sj

Доказательство. Согласно (2) п (3)

Лг б 71/, то AiTAz^Mь
Лз б М.

(^) =0.

. Имеет место
Тогда, еслиh

следующая
Вх:'{А{) =0, гов

Яо ●+●

1

Л^(Л) =-1|Л + Я^| = (12>+ Я , ап1}
i, }=Х,---, 8
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Из (11) U из последнего соотношения следует, что на пересечении пер
вых St строк п столбцов матрицы (12) стоит матрица

1
Si

И “Ь ^ — 2
k=l

1, i, j = 1, 2, Si

Я = а,-

ju

определитель которой, согласно (12), равен

(Ai).
^ >k

C матрицы (12),Рассмотрим произвольную квадратную подматрицу
расположенную на пересечении первых Si столбцов и произвольных St
строк. Если С имеет две или более общие строки с матрицей J , то опреде
лптель ее равен О, так как каждая строка матрицы  Т состоит из одинако
вых элементов. По этой же причине определитель С равен О, если она и
ресекается первой (едтшпчпой) строкой матрицы (12) и содержит хотя
■одну строку матрицы Т'. ^

Пусть теперь С не пересекается единичной строкой  и содержит ровно
с номером к) матрицы Т . Тогда«дцу строку (например, строку

Si

«it + ^ “ 2 ̂
&=1

i = y= l,2, ...,s

«i;i

1»

последняя строка С равна (tu, h, . . ., 4). Из этого соот-где th означает, что
ношения

1

(^i)-
Si

= (_l)^.--4fe5«ii + ̂  — 2 ̂
k=i

i=j= i, i, / — 1, 2, ..

Если i, = 0, TO |C1 = 0, если h ^ 0, to
Si

0 лишь в случае Я = ?^o + 2 ^ло*‘(^*)

«1;kf

● ?

ICI так

Sj

>— 2 *k
fc=i

 же, как и \Я\ , обра-

щается в к=1
S3

П- ^ 1 1 -1- y,t, все миноры матрицы (12), располо-1акнм образом , ирп л = Ло + лшии^^ г
Si (А) = о, что

жеппые в первых s, столбцах, равны 0, и значит

и требовалось доказать. „а-титтты

Введем понятие “”®^”^еств?ет таких d, i„ А^, что  А ~ A,dA„
1. Если для ^„3 в ячестве изображающего дерева прадерево

с одной ед^стиениоиверпож^ ^ „редставима в виде А

ТО поставим ей в
А4 ■

■ A d dX матрицы Л,, г = 1, 2  к, d-неразложпмы. Пусть П,.
,  пГ-изображающие деревья матриц 4.,  соответствеп

Хо+ ^ 'к
А=1

П
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НО. Тогда если Vu ^2, ● . . , — корневые вершины прадеревьев П[, Пз, . ..
. . . , lift соответственно и Uo ^ П,, г = 1, ... , к, то поставим в соответствие
матрице А в качестве пзображаюгцего дерева прадерево П с корнем Уо и
такое, что из Vo исходят дуги (уо, yi), (уо, Уг), . . .  , (Уо, Ул). При этом дуге
(Уо, У(), ii2, припишем величину d. Можно показать, что каж¬
дому классу сильно подобных матриц ставится в соответствие одно и толь
ко одно с точностью до пзоморфпзыа пзображаюп];ее дерево.

di аз Я2 ai ах \ ах ах ах ах ах

d2аз 0-2 ахах ах ах ах ах ах

dzЯ2 Й2 01 Я1ai ai ai ai 01

dx a.i 05fli ax Ol 05 04 Olai

db01 Ol 01 05 05 05 04 Ol Ol

d^Ol Ol 01 05 03 05 0104 Ol

diOl Ol Ol 05 05 05 04 01 01

dz ol04 04 OlOl Ol 04 04Ol

dzOl Ol 01 01 0101 Ol Ol Oo

dxo01 01 01 01 01 0101 Ol 06

Пусть вершине zGV {V — множество всех вершпн изображаюш;его
дерева П матрицы А) соответствует матрица А^,^ порядка Цг. Пусть i{z) —
величина, приписанная дуге (дерева П), заходящей  в z, а o{z) —величи
на, приписанная какой-либо дуге, выходящей из z. Согласно определению
изображающего дерева всем дугам, выходящим из одной вершины, припи
сывается одна и та же величина. Припишем вершине  z величину =
= Scit[o(y) — „ —путь, соединяющий корневую вершину у»

® S Vtz г- J

С вершиной Z. Пусть — чпсло дуг в П, походящих из вершины z. Если
вершина П, то припишем ей функцию фг(?^) = (Х +

+ Рг) г .
Пусть Z — висячая вершипа. Тогда, если > 1, то припишем вершине

Z функцию Фг Щ " '

исходит дуга в z. Наконец, если = 1,
легко получается следующая

Теорема 4. Для Вх'-фупкции матрицы Л б Л/ порядка  s справедливо

(Ла^), где X — вершпна дерева, из которой
то положим фг(?^) = 1. Из (5)

\

5/(4) =Пф.(Ч-соотношение
Z6V
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Следствие 1. Величина Рг всякой невпсячеп вершины  z изображаю
щего дерева матрицы А является собственным значением матрицы А, при
чем это собственное значение следует взять с кратностью, равной числу
дут, исходящих из вершины г, без 1.

Следствие 2. Пусть матрица А разложима на единичные матрицы,
т. е. всем висячим вершинам изображающего дерева П(Л) соответствуют
матрицы первого порядка. Тогда

1

1{ YjВ,^{А) =

Рассмотрим пример определения собственных значений матрицы ука
занного вида с помощью изображающего дерева.

?€v

Вершинам zi — 2б соответствуют:

ф,^(А.) = (X 4-lOai — 5ai 4-5я4); фг4 = (X + lOoi  — 2oi-|-2ac),
ф^д(Я,) = (X 4- lOai — 3ai + Зог — 2аа + 2®з);
ф^ДЯ) = (X -h lOoi — 5fli 4- 5ai. — 4c4 4- ^as) .

Пусть матрица —A имеет вид, изображенный в таблице, дпагональнь
элемепт tZ,-, г = 1, 2,..., 10, равен сумме всех а
строки с обратным знаком. Согласно определению операци Р
представима в виде _

А = [{8a36)a26]ai[{5aM^6a,6)a^6]ai{6ae6), где б = [£ ●

Изображающее дерево матрицы А показано на рпс5шке
пах 2 означают порядки а. соответствующих матриц Да,- ^тркотопых

Таким образом, теорема 4 дает простой способ шределения пекотор ,
а иногда и всех собственных значений ^^ лпть дчя
зи с этим необходимо тгеть способ, который “Р^^зПе раз-
каждой матрицы, разложима ли эта матрица, п если да, то каково раз
лоХ™к^отмечалось ранее, такое из А матрицу

Пусть некоторый элемент матрицы А равен d. Построй ® А матрщу
А* заменой всех недпагональных элементов, равных d, на О, а всех осталъ

заменои всех нем ^ ^ ^ матрицей смежности А*
тогда, когда граф Gd(А)

А

. Числа в вершп-

ных элементов — на
Очевидно матрица А й-разложима тогда п только
как неориентированный является несвязным, и компоненты связности
его соответствуют ^^-неразложимым матрицам, из которых может быть по
строена матрица А с помощью операции d.
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Такиы образом, задача о d-разложимости матрицы сводится к задаче
определения компонент связности графа Gd{A). Поэтому можно предло
жить следующую процедуру разложения матрицы.

1. Для некоторого элемента d матрицы А с помощью графа. вы
ясняем, является ли матрица А ^Z-paзлoжимoй.

2. Если матрица А й-неразложима, то выбираем некоторый другой
элемент с d матрицы А и возвращаемся к и. 1, заменив в нем d на с.

3. Если матрица А d-разложима ж А AxdA^d, . . ., dAh, то для каждой
матрицы Ai, i = i, 2,.. . , к, перейдем к и. 1, заменив в нем А на Ai и d па
некоторый элемент е ф d матрицы Л..

В заключение заметим, что все результаты, связанные с (2), могут быть
распространены на матрицы, которые удовлетворяют вместо (2) условию

2a,-j = с, где с — произвольное число, так что указанный в работе метод

окажется применимым, например, к разложимым стохастическим матри
цам.
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