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УПРАВЛЕНИЯ ПРЕДПРИЯТИЕМ

В. М. СОКОВ

( Моосва)

Данная работа представляет собой дальнейшее рассмотрение задачи,
изложенной в [1] и поставленной также применительно к потребностям ав
томатизированных систем управления промышленными предприятиями.
Решается задача по определению оптимального числа устройств сбора и
передачи ннформацнп, постановка которой отличается

идеализированной экспоненциальной функцией обслу
живания, а функцией, полученной на основе эксперпментальпых данных,
т. е. реальной функцией обслулахваиия.

Основными рассматрпваемылш вопросами являются

тем, что устройст¬
ва описываются не

получение экспе
риментальных функции обслуживания и решение оптимальной задачи.

Для получения эксперимеитальпо!! функции обслуживания устройств
необходимо собрать статистические данные о времени обсл^^живапия уст
ройствами поступивших требований; на основе пол^^ченной статистики оп
ределить В1ГД и параметры аппроксимирующей функции.

За время обслуживания ирппимается отрезок времени  с момента, ког
да оператор взял требование (документ) в руки, до момента, когда он его
●отложил в сторону, чтобы перейти к обслуживанию следующего требо
вания.

Оослу?киБан11е требований с помощью устройств сбора и передачи дан
ных в условиях автоматизированных систем управления заключается в вы-
полненип ряда операций по фпксацпн информации
ной лепте с одновременным занесением данных на перфоленту пли с пере
дачей пиформацпи по каналам связи, а также операций по нервтилгой
обработке ипформации. Занесение данных происходит  с пульта устройства,
●с машинных поептелей информации с помощью считывающих приспособ
лений, а также с подключаемых вводных устройств. Фиксация пиформацпи
может происходить на исходных, вновь образуемых или па постоянных-
документах, хранящихся в картотеках. Время обслуживания включает
в себя также время, затрачиваемое на поиск и возврат па место нужного
постоянного документа п входного машпниого ноептелл ннформацнп. Орга
низация входного потока требований при этом не играет роли.

Для получения представительной статистики испытатгия проводятся
в различное время рабочего дня, в различные дни месяца, а также с раз
личными операторами, чтобы учесть различную лроизводптелыюсть опе
раторов, их утомляемость, влияпие загрузки операторов, меняющейся
в течение месяца.

Иа автозаводе им. Лихачева автором была собрана статистика для двух
типов устройств: регистратора производства РП-70  и бухгалтерской машп-
71Ы <(Аудит-733» (оба итальянские, фирмы Оливетти). На регистраторах

па документе и печат-
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производился складской учет поступления п выдачи деталей па постоян
ных документах — картах складского учета, на бухгалтерских машинах
●составлялись сводные фактуры к счетам на выдачу запасных частей за
казчикам.

Для ])егистраторов производства статистика собиралась по восьми опе-
рато])ам в различное время рабочего дня в течение месяца, а для бухгал
терских машин — по двум операторам в тех же условиях. Было проведено
'Соответствопло 6167 п 857 испытаний.

г
ОД

0,10

0,08

.0.08

■0.0Z

О
16 20 Zk 28 82 36 ио «« SZ 56 60 6i 68 72

t, сен
7612

Рис. 1

Результаты испытаний представлены в виде ранжированных варпа-
1ЦЮНИЫХ рядов: для регистраторов щюпзводства — в табл. 1 с пнтерваль-
iioii разностью в 2 сек., для бухгалтерских машин  — в табл. 2 с интерваль
ной разностью в 10 сек. За центры интервалов приняты в первом случао
чсгпые значения времени обслуживания, во втором зыачешгя времени,
Тчратные 10. В первой строке таблиц записаны частоты соответствующих
интервалов, обозначенные /, во BTopoii строке — частости, обозначенные /",
и Т|)стьой строке — накопленные частоты, обозиаченпые Fy в четверто!!
строке — накопленные частости, обозначенные Т.

Изображенные на рис. 1 и 2 кривые можно толковать как эксперимен
тальные кривые распределения соответственно для регистраторов произ
водства и бухгалтерских машин с единицей измерения времени, равной
соответствующей интервальной разности. Кривые построены по данным
строки 2 табл. 1 и 2. На рис. 3 и 4 сплошными лшгаями показаны эксперл-
мс'итальиые функции распределения, построенные по данным строки 4,
соответственно для регистраторов производства и бухгалтерских машин.

По своему виду экспериментальные функции распределения очень схо
жи с экспонентой, сдвинутой по оси абсцисс, и отличаются от пес только
переходными участками, соединяющими переменную часть функции с по¬
стоянной.

Полученные функции распределения показывают, что время обслужи
вания не может быть меньше, чем некоторая определенная величина [4].
Дсч’ютвптелыю. реальное обслуживание при сборе п передаче информации
требует затраты времени на выполнение некоторого, не меньше мпнпмаль-
1ГОГО, набора оиерацш) и никогда не происходит мгповспыо.

Возиишговепие переходных участков объясняется гем, что кривые рас-
п{»еделеш1я в конце начального постоянпого участка достигают своего
максимального зпачоппя но скачком, а с ограниченной скоростью (см.
рис. \ II 2).
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Правая ветвь кривой распределения, если ее мысленно сгладить, обра
зует кривую, близкую к убывающей экспоненте, т, е. производ^гая функции
распределения подтверждает близость послодггей к сдвинутой экспоненте.

Если пренебречь переходным участком функции распределения, то по
следнюю можно аппроксимировать следующим образом

О для t ^ to,
(I)_ g-V(<-<o) для t > to.

Здесь ^0 — величина постояпиого участка функции распределения; v —
показатель экспоненты; t текущее время.
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Параметры аппроксимированной функции определим следующим обра
зом. По данным строки 4 табл. 1 и 2 найдем значения In |1 — ^{01>
которые запишем в строку 5. По полученным результатам построим зави
симости In [1 — -^(0] = /(О {см. рис. 5 II 6) соответственно для регпстра-
торов производства н бухгалтерских машин.
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Логарифмическая функция, полученная из аппроксимпровалтюй фуык-
4^1111 распределения, будет пметь вид

О для t ^ и,
для t > to,

т. е. это прямая, пересекаюп^ая ось абсцисс в точке ^  и проходящая
в четвертом квадранте под углом а = arctgv к оси абсцисс. Аналогичная
зависимость, построенная по эмпирическим данным, как видно из рис. 5 и 6,
01личается искривлением начального п конечного участков. РГскривлеппе
начального участка определяется наличием переходного участка в Э1чспе-

функцпирпмептальнопt, сен
т т т т т гоо гго гво60 to 80 распределения.

Искривление конечного
участка логарифмической
зависимости определяется
ограничеппостыо экспери
ментальной функции рас
пределения. Действитель
но, каково бы пи было чис
ло п испытаний в экспери
менте,
варианты времени обслу-
?кивания будут иметь
Которое максимальное зна-
чеппе. Обозначим его
Поскольку
тальная функция распре-
делехшя

зафиксированные

II е-

эксперпмен-

отличается

-/

-Z

-3

-5

-7

~8

своей аппроксимации па
некоторую величину 6(0,
т. е.

от
~9

-10

F(t)=F{t)-\-6{t), (2)-11

то для i ^ tm действитель--п
но равенство

6(0 =
Рис. 6

(3)

1и [1 - F{t)] = -v(t-io) + In [1 - б(Ое'’('-'«)]. (4)

Принимая теперь во внимание равенство (3), из выражения (4) полу
чим, чю для t ^ О. In [1 — /’(О] = —

Таким образом, при максимальном значении варианта времени обслу
живания i„i в вариационном ряду рассматриваемая логарифмическая функ
ция уходит в милус бес1^опеч1юсть. Отклопеипо функции от прямой
быстрое ее парастание по абсолютной величине долито пропс.ходить в той

значению Ясно, что это
в хвосте эксперпмеиталыюй функции распре

деления, как следует из (2). Эта картина целиком подтверждается полу-

II

где 6(0 приближается
должно проявиться только
золе, по величине к

Учтя в выражепии In [Т — .^(0] соотношение (2), получим
__ Результатами (см. рпс. 5 и 6).

Ллпойпый участок функции In [1 — .^(0]^ получаемый иа графике,
‘Ог^азывается вполне достаточным для определения обоих параметров ап-

ченными
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п})окс1шац1П1 — V II и. Продолжая его до пересечения с осью абсцисс, по
лучим в точке пересечения значение to. Выразив а  в радианах, получим
значение показателя экспоненты v.

Таким образом, получаем для регистратора производства = 18 сек.,
V = 0,0908 1^ек.; для бyxгaлтepcкoii машины ^о— 77 сек., v = 0,0312 1/сек.

По полученным параметрам рассчитаем аппроксимирующую фушщию
расироделеипя и проверим, являются ли расхождеппя между эмппрпческой
и ашгроксимирующе!! кривой случайиылш, песущественпыми, плп, напро-
'лгв, эти расхождения закономерны. В последнем случае принятую теоре
тическую аппроксилтацию экспериментальной функции распределеипя
нельзя считать доп^ютимой.

В строке 6 таблиц вычислены значения аппроксимирующей функции,
которая показана па рис. 3 и 4 пунктиром.

Для определения близости аппроксимации воспользуемся критерием
согласия Колмогорова, согласно которому должно выполняться условие

P{Dn > h) = i — K{Xo) > 0,01.

●Здесь 2?п — случа11ная величина распределения Колмогорова К{Х),

Ло = = max \P{t) -F{t) \yn;
-|-oo

X(?.o)= S (-!)"« -2/1%'.

ft=—cc

12 — объем совокупности. ^ ^
Вычислив значение h, найдем по таблицам Н. В. Смирнова значение

вероятность окажется весьма малой
событие.

Если эта●функции 1 — КСко).
(<0,01), то это будет означать, что наступило маловероятное

между теоретическо11 аппроксимацией и омпири-
объяснить случа11ностыо наблюденных значении

а поэтому рас.хождеипе
ческой функцией нельзя
II следует считать существенным. Если же лолучештая вероятность
мала (>0,01), то расхождение между фуикциямп следует считать несу
щественным, а принятое теоретическое распределение —
экспериментом [2].

При отыскивании максимальной величины расхождения между эмпи
рическим распределением и теоретической аппроксимацией ио будем при
нимать во внимание переходной участок, которым мы пренебрегли, так

функция выбиралась с целью наплучшего прп-
осиовных участк'ах. Ясно,

не

согласованным с

ь*ак аппроксимирующая
ближеиия к эксперимепталыюй функции на
что это ограничение ис может сколько-ииоудь заметно повлиять па ко-

ее

печные результаты.
Для регистраторов из строки

Хо = 0,0111 ●УбТб7 = 0,872. _ n/Qor nni
По таблицам Н. В. Смирнова находим 1 -Л(Хо) — 0^^326 > О.ОЕ
Для бухгалтерских машин из строки / табл. 2 определяем = ШШ.

Тогда Ко = 0.0314-У857 = 0,919. По таблицам находим 1 — Л(Хо) —

~ Тшшм^бра^1^м, критерий согласия подтверждает правильность приня
того теоретического распределения.

Определим число испытании ?г, которое нужно провестп для получе-
функции распределения с заданной точностью.

Согласно 1штег)шлыю11 теореме Муавра — Лапласа, если р есть число
паступлений события в п независимых испытаниях, в каждом из которых
вероятность наступления этого события постоянна и равна р. причем
А) <С р <С. 1, то рав'1шме|ию относительно fi и Ь{ —

7 табл. 1 находим Я® = 0,0111. Тогда

пня

оо
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имеет место соотношение [3]сюп

1  е
2 £/2^0.

/2л J<ь}
[1~пр

Р а<
Ynpq

Здесь g = 1 — р.
Рассматривая аппроксимацию эксперпментальпой функции обслужи

вания, заметим, что для любого фиксированного t вероятность появлонин'
в г-м пспытанпп события А, заключающегося в том, что время обслужи
вания ti в данном испытании будет удовлетворять соотношению U ^ t, не-
зависит от t и равна

о
р(г,<г)={ 1 —

Вероятность противополоншого события А равна д, которое определяет
ся соотношением

для i > to.

Таким образом, условия испытании удовлетворяют теореме Муавра —
Лапласа.

Пользуясь этой теоремозг, определим наименьшее число пспыташгй,
которое нунию провести, чтобы для заданного t отклонение частости ifo-
явления события А от вероятности р на величину, не превышающую е>0,
ггропсходпло с вероятностью, не меньшей, чем (5, т. е.

для i > ^o.

М-Р
п

Из теоремы следует, что

h/- /^1п р~прр — р <е =Р < <е
У npqPQп

t Vnlvg

L [
1^2я Jо

т. е. должно выполняться неравенство

-  Е Ynij.q

(5>
/2я

При всех известных прочих велпчхзнах отсюда можно наптп величину я.
Теорема Муавра — Лапласа неприменима к значениям р, близким тс

пулю II единпце. Однако с ее помощью можно определить т1эебуемое чис
ло испытании для основной части фуитсщш распределения.

Заметим, что поскольку произведение pq имеет максимальное значе
ние при р — q =z 0,5, то при сдвиге влево и вправо от момента О, соответст
вующего р = 1''('&)=0,5, число исшлтапий щ которое необхо¬
димо провести при сохраиеппи величии е-& и будет удовлетворять соот
ношению nt < По, т. е. п-о максимальпо во всей допустимой зоне i.
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Де11ств11тельно, сравнпм два выражения:

е YЩ/Р1Я1

S22 S е~=^''-д.х = р.e~^'’‘^dx = Р II
Y2n/2тс

Из сравнения следует, что
ntПо

PiQt

.-а поскольку piqi <С Paqoi то lit <С по.
Поэтому для области функции обслужпванпя, где она существенно

●отличается от нуля н единпцы, достаточно определить треоуемое нанмень-
,шео число iiciibiTaiiiiii при р — Q — 0'^- Это будет напбольшее пз всех наи
меньших значений п для даино11 области.

Определим, например, по при е = 0,02, р — 0,99.
Подставляя в (5) известные величины, получим

0.02 У"п/0.5*
2

e~^'i‘^dx — 0,99.
Y2k

[3], определяем значение верхнего пре-По таблицам, приведемым
.дела 11итегр1[рован11Я 0,04У?г = 2,575. Отсюда п  = 4140.

Поскольку по регистраторам производства число сделанных испытаний
больше минимально необходимого числа при заданных величинах е п Р,

решить задачу определения наихудшей величины е,
■обеспечивается при заданных Р и п.

Поскольку значение верхнего предела интегрирования остается таким
же, как и в предыдущем примере, то получим

2,575

в

котораято можно

= 0,016.е —-
У6167/0,52

Вероятность р = 0,99, с которой обеспечивается расхождение е —0,016
:эксперпмснталыюй частости от вероятиостп появления событпя А, оп
ределяемой принятым теоретическим распределением, практически озна-

достоверность. Поэтому можно сказать, что расхождение между по-
■  II его теоретической

чает
лученным экспериментальным распределением
апнрокспмациехг в области, где р существенно отличается от нуля н едп-
лшцы нигде не превысит данного е. Действительно, полученные фактиче
ские расхождения (см. строку 7 табл. 1) нигде не превышают заданной
величины.

‘ Аналогично для бухгалтерских машин находим
2,575

- = 0,044.£ =
У857/0,52

Фактические расхождения с достоверностью подтверждают этот ре¬
зультат.

Точность экспериментального п полученного по нему теоретического
тшепределения для бухгалтерских машпн несколько ниже точности рас-

для регистраторов вследствие меньшого количества нроведеп-пределения
11ЫХ испытаний, но вполне удовлетворительна для решения рассматрпвае-
мой ппже задачи.

Постановка задачи приведена в [1J, за исключением п. 4, в котором
●экспоненциальная функция обслужипання заменяется функцией (1).
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Заметим, что параметр v теперь является просто показателем экспо-
пепты. Величине!! же, аналогично!! парал!етру оослужпваппя, будет те
перь параметр

1
V.

^0 + (1Л’)
Из приведенного соотногаеппя следует, что при одинаковых величи

нах V в обоих случаях всегда выполняется неравенство ^ < v, так как
1.

Поэтому следует ожидать, что искомое число аппаратов обслуживания,
а также затраты па создание и эксплуатацию систелсы обслуживания и
случае реальной функции будут больше, чем в идеалпзироватшом случае.

Для определения математического ожидания затрат необход]1мо знать,
зависимость затрат при N аппаратах в системе обслуживания от времени
и функцию распределения вероятностей времени обслуживания Fn''{I)
к требовании N аппаратам!!.

Из постановки задачи следует, что фуикцпя затрат G{N, t)
прежней, т. е. описывается вьцзажениямп

остается

Gi{N, t), G2(N, i) и G3(iV, О-

Для определения требуемой функции запишем прежде всего
функцию распределения вероятностей времени обслуживания I требова
ний одним аппаратом

О для i < Но,

/’V(0 =
l_e-v(^-Ko)2 для t > Ito. (6).i\

7=0

Она легко получается по индукции из выражения (1) пнтегрироваипел!
по всем возможным ситуациям для 2, 3, 4, . . . ,  ^ требоваип!^

Запишем также выражение для выходного потока из одного-
аппарата, образующегося при обслужнвашги накопленных требовании..
Для любого /71 1 действительно слсдуюи^ее выражеппо

О для t ^ mt(j
т—

1 _ e-v(/-Tn/„) 2 д.чя mtQ < г ●< (m -1- 1)^0,
г=0

/г(0 = т i
1) to] (7)*

m—

для (w -|- 1) ^0-
— g-v(<-7n/o) 2 /!i=3

Функция задает вер^оятиость, с которой один аппарат за задан¬
ное время t обслужит точно /п требовании. Она получается путем иптег-
рпрованпя следующего выражения

FTiDdt

Нетрудно убедиться, что для накопленного входного потока требова
ний независимо от вида функции (1) можно записать следующее рекур-
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рентное выражение
А-1

{t) = /’i" (О + 2 [t) fF{t). (8>
i=o

Здесь Лу'ЧО получается как сумма вероятносте!! по полному набору
взаимно исключающих друг друга сптуацпй, возникающих прп распре
делении к требований между одним и N — 1 аппаратамп.
F\^{t) II известны и определяются соотношениями (6) п
выражение (8) полностью определено для любого/V.

Чтобы упростить выражение для математического ожидания затрат,
примем Т за единицу времепи, измеряя остальные временные величины

введем следующие обозначения в функциях затрат [1]

Поскольку
(7), то

в долях смены, и
ai + С2

77+P + Y, b = biy, ■^ = Ь/Т.

Тогда получпм следующие выражения для функции затрат G\ =
= yV[a + b{i-l)], Gs=iV[a-bOM-c(i-l —О)]. И математпче-.

а
т

Na.

G2
ское ожидание затрат примет следующий вид

1+^I dF^^{i)dFj,'4t) С  t

dt-^ \ A^[a+b(i-l)TN=l dt -j-MG dtdt 10

00 W40
4- I dt.

dt
1+^

Для получения численных результатов функция интегрируется
леипо для последовательного числа 1, 2, 3, . . ., Л^ -|- 1 аппаратов, пока,
величппа MGn не начнет возрастать. Тогда искомое число аппаратов бу
дет равпо N, т. е. такому числу, при котором MGjv минимальна.

Расчеты показывают, что результаты,
функции обслун^пваиия, тем
лизированном случае, чем l
ние V.

чис-

получениые для реальной,
сильнее отличаются от результатов в идоа-

болыие величина к и to и чем меньше значе-

Рассмотренную задачу можно рсгапть также и для случая непостояи
Hoii величины к.

Если известно распределение Р{к)
и.зменеппя к являются соответственно к\ и 1с2, то математическое  ожида
ние затрат будет определяться по формуле

а нижней п верхней границами.

к.
(10)

k=hi

где MGn^ определяется по формуле (9).
Действительно, при фикспрованной

чина MGn^ имеет ту же вероятность,
Определение оптимального ;

случае постоянного к, т. е. производится расчет для 1, 2 п так далее чпелт
аппаратов и определяется такое чпело N, прп котором величина iUMGa^
минимальна.

величине к, пезавпспмо от Л', вели-

значения N происходит так же, как и ть

,
что и к.
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