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требптелю направляются тс Ъ\ едпппц продукта, смесь которых обеспеяпла ра-
пепстпо колпчестса прпмссп; после атого снова остается задача меньшего размера,
где вьшолпяются условия (3) — (5). Оставшаяся задача меньшего размера решает
ся аналогично, пока не будет распределен весь продукт, т. е. получено некоторое
решетге. Теорема доказана.

К сожа.тепшо. аналогичная простая теорема в задаче о транспортпровке смесей
более чем двух компонент не пмест места.
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Встречаются спстсмы массового обелу'жпванпя, включающие уипверсалытыс п
специалпзпрованпые каналы. Первые пз них могут обслужпвать требования различ
ных типов, т. е. как обслуживаемые, так п не обслуживаемые па других — спецпа-
●чизироваиных каналах спсто.мы. Спсцпалпзнровапные же каналы принимают на
оболуживапне только однотипные требования [1].

Простейшая схема системы массового обслуживания, каналы которой отличаются
друг от друга дисцпплшюй обслуживания, приведена на рис. 1. где I и II—соответ
ственно спецпалпзпроваппый п универсальный каналы; ?и и к" г — плогпостн входя
щих потоков требованпй, поступающих соответствепио на / п 7/ кана.ч; Xia и ?.
плотностп требованпй пз первой и второй очередей, составляющих входящий ноток
для II капала.

Поступая в спстему, требования первого п второго типа первоначально становят
ся я первую II вторую очередь соответственно.

Такого рода схемы систем массового’ обслуживания встречаются, например, в по
верочных лабораториях, куда доставляются с предприятий па поверку пзмерптель-
иые приборы. Обслуживание осуществляется па поверочных установках, выполняю
щих в зависимости от лх свойств роль споцпалпзпроБакшчх п.чи универсальных ка
налов.

'●22 —

Рациопальпос фупкцпонпронанпс подобной системы, состоящее в достаточно вы
сокой загрузке обслужпвающпх каналов прп возможно меньшем среднем времени
ожидания требоватгй в очереди, достпгаотсп, кроме правильного выбора количества
каналов, еще п целесообразной стратегией их загрузки.

Для систем массового обслуживания с ожиданием и каналами, имеющими оди
наковую доступпость, также MOiyT быть приемлемы различные стратегии загрузки
каналов. В частпостп, в [2] предложен ряд стратегпй, на
правленных па мннпмпзацпю времени ожидания п реко
мендуемых даш выбора требованнямп одной пз двух 04Cj
рсде1г в условиях двухкапалыюй системы с одинаковой
дисциплиной обслуживания каналов, но с различными
вариантами дпсцпплипы ожпдаипя. ^

В настоящей работе рассматривается задача выиора
обеспечпвающен

Е

ст])атегип загрузки каналов
либо равенство средних времен простоев каналов с одп-
наково!! II различной дисциплиной обслужпваппя, лпоо
равенство средних времен ожидания в очереди всех тре
бований (в том числе разнотипных), либо мппимпзацпю
общих потерь от ожиданий п простоев. Поскольку в дак^
пом случае пз-з.а палпчпя в системе каналов с различной
дисциплиной обслужпваппя позможоп переход только из
первой очереди во вторую (см. рис. 1), указанная выше
задача сводится к задаче опредолеппя папвыгоднопигого
с Toii или иной точки зрения правила одппсторонпого

перехода требований из оч^едп в очередь.
Представляется целесообразным ограничить наибольшую .длину первой очереди

так. чтобы установить определешгос соотношсипе между сроднпмп длинами очередей
Положим, что если длина первой очереди не превышает т. то требования из птой
очереди будут поступать па обслуживание только в первый канал. Если >ко дчип^
первой очереди в некоторьп! момент становится ранной т, то последующие требов-^
ПИЯ. начпная с (т 1)-го. из первой очереди направляются во вторую, увел11чпп-1п
плотность второго входящего потока. ' “

системы,
^2

Л,

Рис. i. Простейшая
схема

I
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Оба входящих потока предполагаются простейшими, а распределсиие времсии
обслуживания на-обопх каналах — показательньш.

Вследствие принятых предположений система уравнений, описывающих работу
специализированного канала, будет той же, что п представжяшая, паирилкф, в [3]

для одноканальной системы смешанного типа с огра
ничением по длине очереди.

Обозначив ai = Xi/ |j,i, где |xi — величина, обрат
ная среднему времени обслуживания одного требова
ния в первом канале, получим вероятность того, что
первый канал свободен

Nлл л

I  ● ● J Л - S

1 — tt l
(1)Ро

1 — а'"+2
1

Вероятпость отказа в обслуживания на специали
зированном канале для требований из первой очереди
равна

Л,2

^22

Рдс. 2. Общая т+1схема (1-аО0.1
(2)Р1+7П

1 —
I

В практике работы некоторых поверочных лабораторий чаще, чем простейшая
схема пспользования кана.чов с различной дисциплиной обслуживания, примеияется
схема, подобная представленной па рис. 2, при которой на N универсальных каналов
приходится п специализированных. Тогда форму.лы вероятностей состояний спецпа-
лизированпых каналов про О ^ к ^ п п при 1 <. i ^ т, согласно {3J, принимают
вид

Oi* 01Пtti

kl п\ п у
Pk Р n-hi (3)

п m п т
ai^^ Oi"П птг в 1 з(^)‘

0{ 013+ +
«! ●kl п!

h=0

Средняя длппа очереди пз требований, поступающих па специализпроваппые ка-

» = 1

ТП

налы, равна h = У. iP а в случае, когда такой капал один.п-И,

■ = 1

m
Oi2 m+1

[1 —(m -}- i)ai« + mat ].3,:PI (4)l-fi —1
(l-a”>+2)(l-ai)11

3a промежуток времени (^; t + At) пз первой очереди во вторую направляется
’^ iPn+mAt требований. Плотность потока переходов из первой очереди во вторую в
сумме с потоком, характеризуемым кг2, есть плотность входящего потока для второ
го канала, которая составляет

Лз ~ Я22 Ч"

В этих условиях универсальный канал можно рассматривать как систему с ожи
данием и неограниченной по длине очередью. Если второй входящий поток обслужи
вается N универсальными каналамп, то вероятность нахождения в системе к требо
ваний при к ^ N, согласно [4], равна

(5)n + m-

N N+Л
02^ П-102

(6)
N1 kl nun-a2)J

где аг есть отношение Ха к цг — среднегг пропускной способности второго канала.
Если средняя пропзводительнссть этого капала при обслуживании требований

первого и второго типа будет разной, то средние пропускные способности второго
канала в отношении таких требований обозначим через pi2 п соответственно.
В этих условиях формула (5) примет вид

Я.О = + kiP

Нетрудно обнаружить, что в слу^ше, когда универсальный канал один, вероят-

(5а)M12/1X22.n-1-m
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ность его нсзагрузкп составит
(7)(?0 = 1 — С2.

Таким же образом, рассматривая второй канал как одиоканальную систему с
ожпдаш1С.м л ueorpami4eH)ioii очередью, получим среднюю длину очереди, поступаю
щей на этот канал

(8)h = ci2-(l — а2)~К

Наивыгодпейшео правило перехода, выражаемое выбранным значенпем то, может
устанавшгеаться исходя из различных точек зрения.

Л1ожно руководствоваться сообран.еипсм равенства времени простоев специализи
рованных II универсальных каналов, т. е. условием

Nп

N ^

1
(9)п

п
h О>t = 0

при котором обеспечивается равномерная загрузка всех каналов. При га = 1 левая
часть уравнения приобретает вид Ро, а при N =1 правая часть — ^о| пх выражения
представлены в формулах (1) п (7).

Способ получения то для данной стратегии может быть пропллюстрировап
числовом примере.

Пример 1. Оиродолпть то, исходя из вышеуказанного соображения и из условия,
что многокапальиая система массового обслуживания содержит четыре спецпалпзн-
рованных и одни универсальный канал; параметры поступлеися п обслуживания та- -
ковы: ?v, = 40, Ц1 = 10, Х22 = 9 п ua = 12 (требований в дет).

Решение. Имеем ai = Я1 / щ = 4. По формулам (3) и (9) находим средний
коэффициент простоев для каждого пз четырех спецпализпрованных каналов

на

4
10,71

-2р.а-1с)=
ft = 0

Подставляя (5) в выражение аг = / Цг, получпм пг  = ^U + ЪЧзРп+т-
Затем пользуясь формулами (7) и (3) для Рп-и, вычислим Qo

= 0,25—35,7 (34,3 + Ю,7 то )
4

1 ^
Приравнивая — > >, Рь(*1 ~ *) к Qo, получш! урдвнсние4

34,3 + 10,7 то

35,710.7
0,25

34,3 +10,7 то34,3-f 10,7то
14.решив которое, находим, что то —

Моллно также исходить из условия равенства средних времен ожпдатш трс-
бованп11, поступающих на специализированные п па универсальные каналы. В эт^'
случае до.тжны быть такие средние длины очередей, чтобы, согласно (oj, -7.
= h I ?v2. Выбор TO , отвечающего этому равенству, направлен на выполнение такой
стратепп! загрузки каналов, которая обеспечит одш1аковос среднее время ожвда-
пия начала обслуживания для требовании обопх TimoB. ^Тисловой njumep содержит
способ нахождения то , величина которого обусловлена указанным соооражонием.

Пример 2. Найти то, исходя из равенства h / A,i /2/Х2, при условпп, что в си
стеме один специализированный п один у1шверса.ч1.ныи кап^ (см. Р^- 1)J| ^ ДУ '
щие параметры поступлеппя и обслулшвания: ai — 15, Л22 и, pi Цг V Р

еш”еТи1: Имоом а, = 0,9. Далее, по..,,еуясь формулой (4) для w д.лпнн
определяем / Ai = 5,4(1—O.ItoO.O’"—0.9'") (Ш — «,1 Xочереди у первого канала

X о 9"‘)
'Из (5) следует, что «г = 0,65 + 0,88Р,..,п. п q^'Uin - Ч1-О
Отегача согласно (2), вычнс.чяем Пг = (6,5 — 4.4 0,9 )(Ш 8,1 U,J ) .
Шдставляя значения аз п 1 - «2 « (8), находим среднюю длину очереди у вто

рого 1<ан^ча h, после чего, пользуясь (5), нетрудно получить необходимое выраженпе
для h! 7^2●

Приравнивая U IU к h / получаем следующее уравнение
5 4(1_0,1то'-О,9'"—0,9’")_ (6,5 — 4,4-0,O'")

(3,6 - 3,7-0,9”>) (110 - 102.5-0,9’")10 —8,1-0,9 m

и математические методы, 210 Экономика

I.
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Напболео блпзкпм к решешпо этого уравиенпя целым значением т является
m = 4.

Зпая значения среднего времени ожидания для обоих каналов, нетрудно pexuiiTi.
вопрос о стеденп рацпональпостп применения схемы  с уххнверсальным каналом в
сравненпп со схемой без унпвсрсальпого канала. Применяя н условиях примера 2
правило одностороннего перехода из очереди в очередь, выраженное полученным
значеплем m = 4. имеем h / = /^ / Лг ~ 0,10 (дня).

В случае гке лримененпя схемы, в которой те же два капала работают как спе-
цпалпзпровапиые па разных тппах требований, эти каналы должны рассматриваться
как две отдельные системы с ожиданием и иеограиичепными очередями. В этих
условиях среднее время ожидашгя для двух каналов разно 0.5 (// / ?.i -f U' / /.22), где
li' и W — сродпио длины очереден, поступающих соответственно на первый и второй
специалпзироваппые каналы. Эти длпны определяются по формуле (8) и для пара
метров поступления п обслуживания того же примера  2 составляют: h' =
= 0,9(1 —0,9)'* = 9,0; I2' = 0,05(1 — 0,65)-* = 1,8.

Такшч образом, 0,5 {1/ I м h' IЯ22) = 0,38 (дня).
Приведенный пршаер показывает, насколько при обслуживании разнотипных тре-

бованпп рациональнее (с точки зрения значенпй среднего времеип ожидания, кото
рое иногда рассматривают как критерии эффектпЕности системы) прпмеиеипе схемы
с универсальными каналами в сравнении со схемой, содержащей то^гько специали
зированные каналы. Согласно приведенным расчетам,  в датшо.м случае наличие
универсального канала вместо второго специализированного значитэлыю сокращает
общее средиее вре.мя ожидания в очереди [0,10 против 0,38 дня].

В практике работы поверочных лабораторий зпаченпя времени ожидания н вре
мени пребывашш тробованпй в спстомах массового обслужпвання, как пвавпло, зна-
четельно больше, чем для условпп примера 2, так как на обслуживашю в лаиорато-
ршо обычно требования поступают не ординарньсм входящим потоком, а группами.
Размер такой группы требованпй является случайной вел/нпшой с большой дпепер-
спей. Время пребывания требованпй ч системе при группосолг поступлении всегда
больше, хотя бы потому, что в данном случае каждое требование может считаться
обслуженным только после завершения обслужпвання всей группы. Способ прибли
женного вычпелення среднего времени пребывания требований в системе в условиях
группового входящего потока отражен в- следующем примере.

Пример 3. Бычпелпть среднее время пребывания требований в одноканальной
спстеме, для которой параметры прпбытпя и обслуживания требоваплй подобны тем,
что заданы для первого канала из примера 2 (для него = 16 и pi = 17 тробонапий
в день, а среднее время ожпдания, когда этот капал рассматривался отдельно, со
ставляло 0,54 дня, что в сумме со средним временем обслужпваппя, равным 1/ц1 =
= 0,06 дня, дает время пребывания требований в системе средне!! продолжите.чь-
иостыо 0,60 дня). Дополнптельпымп услошшмп служат те обстоятельства, что требо
вания поступают группами, средппй размер которых  г = 15 требованиям, средняя
дневная интенсивность поступления групп ij: =ь 0,72, дисперсия размера группы
Ц (г) = 191 и дисперсия времени обслуншвания одного требования Ц (l/j.ii) =
= 0.0024.

Решение. Согласно результатам, нзложоппььм в {6J, прп групповом поступле-
ншг среднее время ожидания первого из группы требований для данного случая со
ставляет

Тот = 0,5ф[(1/Ц1)гГ-1- (1/Ц1)^(г2 —г)](1 —\[)г/1.1,)-2 (10)

где ()д,1“‘)2 = = 0,0024 -}- 0,0036 = 0,006; гг — D(г) -f г- — г — 191 -|-

-f 225— 15 = 401.

Тогда

0,006 ● 12,5 -Ь 0,0036 (401 - 15)
4,1 (дпя).Тот — 0,36

0,72-15 N2

17

Сроднее время оСслуживашгя данной группы тробовапи!! равно Т
= 0.9 (дня). ^ ^ „

Такпм образом, среднее время пребывания требовании в рассматрпваемоп систе
ме есть Г„р = Тот + Точ = Ъ (дней).

Как указьтазлось выше, то или иное соображошго иртг организация оислужнвапия
учитывается соответствующим правилом перехода из очереди в очередь, j<oropoc че
рез вычпслеипое зпачепио т должно обеспочпвать выполненпс выбранной стратепш.

Наиболее комплексным, с точки зрения эффективности фупкциопиропанпя систе
мы массового обслуживания, является правило перехода, обеспечивающее минимум

= г / щ =
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общих поторь от пребывания требований в системе массового обслуживания п от
простоев каналов отой системы.

Условп.мся, что для системы, которая содержит уппверсальные и специализиро
ванные каналы, средняя стоимость потерь от пребывания в системе одного требова
ния в единицу времени равна С. Тогда за средний срок, в течение которого одно
требование первого типа, поступающее на спецпалпзпрованньгй канал, находится в
очереди, потерн от его ожидания в среднем составят Cli / Яь

Средняя стоимость потерь из-за ожидания в очереди требования, поступающего
на универсальный канал, за единицу времопп равпа CI2 I Яг, что с учетом формулы
(5а) может быть выражено как Clz{h>2 Н- Я1Рп+тЦ12  / Р22)“‘-

Для вычисления потерь от всего периода пребывания требования в системе не
обходимо учитывать, что обслуживание одного требования первым и вторым каналом

II рг"*-
Примем расходы по содержапшо специалпзироваппого канала в течение едини

цы времеш! за и, следовательно, за промежуток времени, равный единице, поте
ри от его простоев в условиях простейшей схемы (см. рис. 1) в среднем составят

Средние потери из-за простоев универсального капала в тех же условиях, оче
видно, составляют (?оДг. где Щ — затраты ыа содержание одного такого канала в
единицу времени. При пспользованпп не простейшей,  а более общей схемы (см.
рис. 2), средние суммы общих потерь от простоев специализированных и универ
сальных каналов в единицу вромонп соответственно составят

— 1длится в среднем соответственно pi

iV

fe = o

riaiiTii m для правила пе])ехода, устанавливающего наимсныппе потери при
данном режиме поотзшлспия и обслуживания требований в системе, можно исходя из
мпнпмизашги Ф — функции потерь

к) и Дап

за-

1 \/2/ 1i
Ф = С и Ц1 Р12

Яга Я1Р п -i-m
Р22

.Vп

Ц, у.Р^[п-к)+Ц2 , (И)+ г’р
fe = 0

где К — количество требований, поступающих в систему за опрсделсинып период вре-
меип; Т число единиц времени в п])едола.х указанного периода, в течение которых
могут работать обслуживающие каналы.

Проиллюстрируем на примере тюлучешю т для датш11 стратегии.
Пример 4._ Определить т, соответствующее мшшмуму функции потерь (11), для

спстемьс с Toii <ке схомоГс и с темп же параметрами поступлешш и обслужпвапия.
что и в примере 2, если С — 0,2 руб.; Ц\ — к руб.; Цг = Ъ руб.; количество гребова-
Hiiii. поступающее в спстему в средием за год, К  — 45С0; среднегодовое число рабочих
диен системы Гр = 2GJ.

Решение. Значения средних времен ожидания h / Я1  и h / Яг получень^ в при
мере 2. По условию средняя продолжительность обслуживания одного требования
равна ! / Hi = 1 / цг = 0,00 (дня).

Поскольку рассматриваемая в примере схема — простейшая, то для определеиия
средних простоев каналов системы необходимо знать вероятности Ро и Qo.

Ро, исходя из (1), составляет (10 — 8.1-0, а величина Qo, согласно (7), есть
разность 1 — «2, значение которой получено в примере 2 и равно (3,6—3,7-0,Э"*) X
X (10-8,1-0,

Пос.че подстановки значений входящих в нее параметров функция поторь для
данного примера приобретает вид

р

■ 54(1—0,1?п0,9'”—0,9"’) (6,4 —4,4-0,9’")
j-0,12 4500+JФ = 0,2

(3,6 — 3,7-0,9"’) (ПО— 102,5-0,9”’)10 — 8,1 ●0,9"’

4+ 5(3,6 —3,7-09’")

10-8,1-0,9"’

Построив ряд последовательного приближения, находпм, что мпппмальпому зна-
чеипю Ф соответствует m — 4.

+ 260

10*-
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Таковы три стратегии, которые могут применяться в целях повышения эффек
тивности функционирования системы массового обслуживания при загрузке требова
ниями ее капалов, имеющих разлпяпую дисциплину обслуживания.
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О ЦЕЛЕСООБРАЗНОСТИ ПРОДОЛЖЕНИЯ СЛУЧАЙНОГО ПОИСКА
ГЛОБАЛЬНОГО ЭКСТРЕМУМА МНОГОЭКСТРЕМАЛЬНОЙ

ФУНКЦИИ

Э. М. в А Й с Б о Р Д

(Москва )

В статье рассматривается задача определения глобального экстремума
стремальной функции. При этом применяется метод случайного выбора начальной
точки с последующим градпентны.м спуском из этой точки; даются оценка для сред
него числа итераций, иеобход1шы.х для улучшепия результата, достигнутого поело
ул1е проведенных итераций. Полученные оценки позволяют в некоторых случаях де
лать заключения о целесообразности дальыейши.х итераций.

многоэк-

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

1. Пусть в компактной области S т-мериого векторного пространства Е,п задана
Ферышю дифференцируемая функция /(х) = }{хи...,Хт). Мь[ хотим отыскать

глобальный экстремум (для определенности пусть это будет минимум) функции /(х)
в области S.

Если функция / (х) II область S выпуклы, то при решении этой задачи очень хо
рошо действует градиеытыый метод. Однако в общем случае однократпое прымененпо
градиентного метода приводит лишь к локальному минимуму функции / (х). Поэтому
для отыскания глобального минимума многоэкстремальиой функции /(х) применяют
градионтный спуск несколько раз, начиная всякий раз из новой точки. Так кшч ни
расположение, ни размеры области притяжения глобального минимума функции обыч
но не известны, то выбор начальной точки всякий раз естественно иропзводить слу
чайным образом в соответствии с равномерным распределением вероятностей на об
ласти S. После окончания каждой итерации пужно сравнить результат, достигнутый
в этой итерации, с ыаплучшим результатом, достигпутым в прошлых итерациях. Если
вновь полученный результат окажется лучше, то он оставляется в качестве результа
та для дальнейшего сравнепня. Если же он окажется хуже, то в качестве результата
для дальнейшего сравнения оставляется прежний результат. После ироведения не
скольких итераций имеет смысл оцепить целесообразность проведения дальнейших
итераций. Целесообразность при этом понимается в следующем смысле: какое в
среднем число итераций необходимо еще провести, чтобы добиться улучшения ре
зультата по сравнепшо с уже достигнутым.

Точная постановка задачи такова. Пусть проведено  п итераций градиептаого
спуска. Минимальное значение функции /(х), полученное иосле этих итсхэацпй,
равно in-

Б одной из последующих итераций мы сможем получить значение функции /(х)
меньше, че.м ,/„, если начальная точка этой итерации попадает в область притяжения
такой стациоиариой точки функции /(х), для которой значение функции/(х) меньше,
чем /п. Вероятность иопадання начальной точки в одну из их областей притяжения

неп


