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МОДЕЛИ ОПТИМАЛЬНОГО РОСТА ЭКОНОМИКИ

В. Л. МАКАРОВ

(Новосибирск)

в последнее время модели оптимального роста экопомпкп привлекают
к себе выиманпе, ибо они являются необходимым этапом в процессе
построения общей теории оптимального функционирования экономики.
Прежде чем выяснить возможности экономической спстелш с учетом всего
комплекса условий, естественно п логично изучить их лишь при огранп-
чеппях, связанных с техникой и природными ресурсами, отвлекаясь от
структуры общества и законов, управляющих поведением людей.

В статье рассматриваются и частично обобщаются напоолее значитель
ные, на наш взг.чяд, достил^еппя* в области моделей оптимального роста,
сделанные в последнее время [1-3], а также приводятся новая постанов
ка некоторых проблем и результаты.

Математические модели оптимального роста на конечном временном
выпуклого программирования, а моде-

настоящей работе,
интервале основываются на теории
ли с бесконечным временным интервалом, описанные в
представляют собой новый, ранее не изучавшийся класс экстремальных
задач.

1. ФОРЙ1УЛПРОВКА ОСПОВНОП МОДЕЛИ

Исследуемая далее весьма общая модель оптимального роста эконо
МИКИ включает п «продуктов» , запумероваппых числами *
Производственные возможности модели задаются с ’
лежащего в неотрицательном ортанте 2/г-мерного эв  д 1  р ^ ^ ■
Множество Z, называемое обычно «технология», есть пе   fr,' г ^
фшх «производственного отображения» х~^а(,х), где ^

Хп) ~ произвольный неотрицательный вектор, Xi пптерпретпруется
как количество продукта с номером i. Смысл производственного ото Р '
нпя в случае модели с дискретным временем состоит  в следующем. Если
в момент t имеются продукты в количествах х, то в ^
пременп t-\- i «технологически» возможно иметь проду ^  лтпшргттш
у = (ц. щ у\ где v^a{x). Таким образом, а{х) есть множество
У  Uh Jz, Д У можно перейти в течение единичноговозможных состояний

2д-мернып вектор {х, у) б Z тогда, и
, в которые

интервала времени из состояния х
только тогда, когда 7/ б а (ж). _

Сфера потреблетя в данной модели оппсывается с помощью ™Bon
функцпп полезностп и{х), определенной па всевозможных неотрпцатель-

* Об эюы свидетельствует также тот факт, что два из трех пленарных доклада
^  сентябре 1966 г. Варшавском коигрессо(Т. Купмапса п Д. Гейла) па проходивше.м

эконометрического общества были посвящены данной теме.
«Продукты» II другие термины, заключенные в кавычки, понимаются в обоб

щенном смысле. Например, в число продуктов включаются виды производственных
мощностей, услуг, трудовых ресурсов, вспомогательные или фиктивные продукты
и т. д.



570 В. л. МАКАРОВ

ПЫХ ?г-мерпых векторах х. Для получения содержательных результатов на
«техиологшо» накладываются следующие огранычеиия.

Предположение 1. Множество Z является выпуклым замкнутым
копусом.

Предположение 2. В модели, задаваемой «технологией» Z, имеет
ся лпшь одни вид трудовых ресурсов, количество которого измеряется
«продуктом» с номером п. Процессы (е,-, 0) б г = 1, . . ., тг — 1, где ei —
орт, соответствующий i-i'i координатной оси, В модели не содержится под
моделей, нс затрачивающих трудовых ресурсов. Это означает,
использования труда экономика ие может фуикцпопировать. Формально
это требование можно формулировать так: пересечение конуса Z с гипер-

= 1, является ограниченным

что без

плоскостью, определяемой уравнение:»! х
множеством.

Предположение 3. Трудовые ресурсы возрастают темпом р >■ 0,
т. е. еслп {х,у) в Z и Хп >> 0, то Уп / Хп = р. Другими словами, в случае
модели с дискретным временем количество труда в лшмент t есть функция
L(t) = Тор', а в случае модели с непрерывным временем L{t) =
Существует процесс {х, у) б Z, такой, что Уг / а:г > р для всех i — 1, 2, . . .
. . . , п 1, т. е. при отсутствии ограипчений на трудовые ресурсы все
продукты могут возрастать темпом большим, чем р.

Предположение 4. а (цж / х^) ^ ца (ж / Хп), ц ^ 1 для всех х. Это
предположение говорпт о том, что трудовые ресурсы
годно. уничтожать невы-

Фупкцпя и(х) измеряет величину полезпости благ
i), прпходящпхся на душу населения. Будем считать, что зна

чение ее не зависит от величины последней координаты х
р е д п о л о ж е II и е 5. Функция полезности w является непрерывной,

выпуклой вверх п пеограииченыо возрастающей хотя бы по одному пз
своих аргументов. Кроме того, и{х) = 0, если {х^, Х2, .  . . , Xn-i) = 0.

1тобы использовать данное определение функции полезности в пашен
модели, последнюю необходимо нормировать по труду, т. е. привести к вп-

1'отором количество трудовых ресурсов все время остается равным
("““'«●““'У производственное отображение, по

onenZmlr ’ однородно первой стеленп) с помощью
и 7 У' Л "™°'™70мого в атом случае. Вместо кону-
“техно^тп Z'= {(р^.р) : (д:,р) 6Z}. Очевпдпо, что  в модели

ИтрГ Z трудовые ресурсы растут темпом, равпым единице,
и (Ьмпкп, будем исследовать модель с «техпологпей» Z'
ДлГм^лп оту модель через M(Z',u). Введем
теста ^f(Z,u) понятие состояния равиовеспого сбалансированного
Ге&та пп Г'’™”*' "0™""° сбалаиспровапного роста модели Неймана -
видно' что ирпТ дальнейшего будет
модели Л/%" ,Л последним при надлежащем определении
Л.У moLhtv ;ор; функции полезпости приводятся к одпо-
ДовьТГнесчоспв В ' ““"ФФ'Щиента, равного темпу роста тру-
темпа теста'^тп% коэффициент прнведенпя полезпости обличен от
лиугор^Брлтг ^^^5’ понятия пе совпадают, по одно определяется через
ленпе 'с = обозначение для вектора продуктов, идущих на потреб-

экстремальную задачу. Найти max и (с) при
ограничениях: i) у ^ с ^ х, 2) (х, у) в Z', 3) Хп  = i

Множество векторов с, удовлетворяющих ограничениям 1)-3),
оГю^ачим через V. Нетрудно проверить, что V выпукло ж замкнуто.

Определение 1. Процесс (х, у), вектор потребительского набора с
зиачеиие функции предпочтения J7 = и (с), получающтгеся

полезности
(^1, . . Xп~● 1

л-

И
ИЗ решения
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-задачи дшкснмпзацин функции и при ограиичениях 1) —3), определяют
состояние равновесного сбалансированного роста.

Таким образом, U представляет собой максимальное значение фупкцпп
полезности, при котором система может существовать сколь угодно долго,
т. е., в частности, если па потребление изымать в каждый период времени
вектор с, такой, что и{с) > й, то система через некоторое время придет
к пулевому выпуску продуктов. Имея функцию полезности й
равновесного сбалансированного роста, мы можем свести рассматриваемую
модель iV(Z', и) к замкнутой, в которой функция предпочтения
виде отсутствует. Это сведение осуществляется с помощью довольно про
стого приема, однако оно оказывается решающим для всего дальнепщего.

Определим конус Z замкнутой модели JU(Z) следующим образом. Вве
дем дополиительпып п-\- l-ii «продукт», количество которого будет харак
теризовать величину отклонения значения ф^упкции полезности
Конус Z определяется процессами вида [(^, п — п(с)) ;  0)J, если
й — и{с) ^ О, II [(а-, 0); (у — с, и{с) — гг)], если н(с) — и ^ 0, и про
цессом [(0, 1); (0, . ..,0, 1)]. Здесь {х, у) ^Z , Хп — j, у
Последний процесс осуществляет «хранение» (переброску) (н+1)
продукта. 1\онус Z может быть определен этими процессами так. произ
вольная точка г 6 Z есть вектор, представляющий собой некоторую выпук
лую комбинацию данных процессов, умноженньш па неотрицательное чис
ло. Таким образом, способ образования конуса Z указывает, как измеряет
ся величина полезности от потреблешш продуктов, когда кошгчество^у
довых ресурсов не равно единице. Именно, еслп {х,у)^ , У ^ с ^ »
то [ (:г, 0) Г(У - С. и{с) - й) ] е Z, II величина полезности векто^ра с равна
н(с). Если же Хп Ф 1, то [(ж,0); (у — с, х^{с j х-,^ Xnu)] ^ ^
чина полезности вектора с равна хМе/^п), т. е. равна полезности душе
вого набора, умноженной на количество паселенпя (трудовых ресурсов).

Нетрудно видеть, что процессы [(о;, у)\_{у т)1 У произ
вольное неотрицательное число, (.т, у) п с определяют состояние равно
веского сбалансированного роста.

Вместе с моделью M{Z) мы будем изучать также модель W),
отличающуюся от M{Z) по существу только спосооом «хранения»
(и + 1)-го продукта «^хнологпя» Z{1) определяется аналогично Z проV ^ 1} iu иродуыа. VJ.C , процессом «хранения»
цессамп Г (х, U); (у — с, гг(с)) J, где (.Д, у; с z/, п д к ^ н п л\.
(пли пор^росшО (/г +1)-го продукта, имеющим вид [ (0, . . . , 0, 1),
(0, . . . ,0,^)1, /. > 1.

1\ак видим, отличие последней модели от
ие1[1ш» II в том, что от и не отнимается ее зиаченпе и.
запись M{Z{X)), 1 обозначает только что определенную модель прп

llUk™”щкТ.'^М(1(чГявляются замкнутыми, уже довольно хорошо
изученными. В 4ctiioctii, доказано [А], что в замкнутой
присутствуют все процессы унпчтоя{ешш всех продуктов, ущ >

^  ̂ ^ А неймановского сбаланенровашюго роста),

в состоянии

в явном

от и.

-го

il/(Z) состоит в способе «хра-
“ В дальнейшем

стояние равновесия (состояние

Ге"т и Гг! Состоянпе равяовес.я модели «(Z) определяется
TpoiiKOH объектов: процессом {.т,у)> вскторол^енр  ^ ji темпам расши
рения а в следующих соотношениях: а) ал; у, б) о.хр —■ jp в е
(д, у) б Z.

Всего в модели M{Z) может
темпамп

бы
равновссия с различными

ть лпшь конечное число состоянии
расширения а [5]. Однако для рас-

сматршзаемоп модели M{Z) имеет место следующее
Пре дложеппе 1. j5 модели MiZ) любое состояние равновесия опре

деляется либо процессом [(д, у); (у — У)] ^ либо [(0, , . . , 0, у);
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(О, . .., О,'y) следовательно, имеет темп расширения, равный единице.
Доказател:^ство. По предположениям 2—3, максимальный темп

роста модели M{Z) в состоянпп равновесия не люжет быть больше едп-
ппцы, по он может быть равен единице, как показывает процесс [(.т, у)»

~ с, у)]. Возь_лгем процесс {z,z') G Z, определяющий состояние равпо-
веспя модели MiZ) с едппичным темпом расширения. Процесс (s, z') либо
имеет впд

[(.т, и и{с) + у); (I/ — с, у )] (1)

при и — и{с) ^ о, либо

[  у); {у — с, и (с) — ц + у) ]

при u{i) ~й^0, где {х, у) е Z', либо [(0. . . . ,0,у); (0, . . . , О, у)]-
Пусть, например, (z, z') имеет впд (1) п, кроме того, и — гг (с) >0. Тогда
не выполняется условие а) определшгпя 2. Если же (z, z') имеет впд (2)
п и(с) W снова не выполняется условие а), х ^у— с, потому
ч

)

то значение и (с) является, по определению, макспмальнылг, при котором
выполнено неравенство а). Таким образом, состояипе равновесия с едп-
ппчпьш темпом роста реализуется только на процессах [(.т, у); {у — с, у)]^
лпоо L(О, . . . , о, у); (0, . . . , О, у)]. Состояния равновесия
ше единицы невозможны в сплу предположенпя 3.

[(Л;, у); {у — с, у)] дает состояние нейма-
ноского равпове^я для модели М{Х), т. е. найдутся тапие цены р'= ■

С те.лшом мень-

делениюЧ]крол^того7р7+!^^^^^ "" удовлетворяют опре-
Доказательство. Ооразуем лшожество (?г + I)-мерных векторов

●R rirJ пт ~ Y) : У — с^х, Хп = 1, {х, у) б Z', у  ^ и{с) — й}.
V'

- с ми^кеств z\ {у-с: у 5^0], {(у-о - х) : у -
такжр ^ выпуклости вверх функции и множество V
падлен?а выпуклылг. Нетрудно видеть, что отыскание точки, при-
валентно ^ максимальпоп последпе!! координатой, экви-
^оры (I ^ множестве К Иначе Говоря,

Тячп, решение для обеих задахц
iaKiiM ооразом, вектор (?7 —z—г н(?) гт\ -то. т/^

очевидно ня гпятгтттто т.. ^ ^ лежпт на границе V и.
разом: V" =z^(i/^ г, шуклого конуса F определен^юго следующшг об-
фициенты опотт'тг гтттто ^ ‘ — с, у)] б Z}. Обозначим коэф-
(/7 —с —5,0)^ через конусу V'', проходящей через точку

ибо если (х и) 9 7' ^ —_}Р'Рм). Для любой точки к  б У" Кп = 0,
эффпциепт’рл ьюжет^пшшттлго^”’ °Р®Д°о^О'^^®нию 3. Следовательно,  ко-
РП+.) ^ 0. По о™реде„Хо ’ Р-’

(2

^Р> {у~с)р+ {и{с) ~ Гг)р^^, (3)
для всех {х, у) 9 Z' vtr<r,,

Коэффициенты й. "я Достигается равенст-
по оиределеишо KoHvroR так, как
могут «уничтожатьсш“пусть TeXfl™ " 1- 2, 1, «+ 1
жениедг 3 найдется процесс Ux l\ "h] соответствии  с иредполо-
(Ск . .., Cn-i) :> О (у — с, ц{с) — н)1 б Z, такой, что-
в том случае, когда (pi УДДлетворяет неравенству (3) только-
доказанному выше утверждеишо' % Однако последнее противоречгх^г
разом, > о и так кя^г ’ ‘ ‘
динат, можно векто’р ее коэффиииен^Г*^"''^^ проходит через начало коор-"  Ффициептов нормировать равенством />п-н = 1-

во.
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Неравенство (3), которое превращается в равенство на процессе
[(^1 y); (у “ с, y)], свпдет_ельствует о том, что р' является вектором цеп
равновесия для моделп М(Z).

Утверждение предложения 2 можно также получить применением
ремы Купа — Танкера к задаче максимизации функции и{с) на
ве V, как это делает Д. Гейл [2].

Теперь рассмотрим состояния равновесного сбалансированного роста
модели Л/(Z (?.)), ?v > 1. _

Определение 3. В модели М (Z (^)) с коэффпцпентом приведения
/. > 1 процесс (л;, у), потребительский набор с п значонпе функции пред-

(с) определяют состояние равновеспого сбалансированно
го роста, если они удовлетворяют следующим трем условхшм. 1) х ^

с, 2) kSp =(у-с)р + и(с), 3) Хп = 1: где р' = {р, 1) есть век-
тор цен для состояния неймановского равновесия с темпом л моделп
M{Z'{X)), которая отличается от моделп M{Z{'k)) лишь тем, что конусу
Z'{X) принадлежит процесс уничтожения трудовых ресурсов.

Сразу впдно, что здесь состояние равновесного сбалансированного ро-
_ равновесия моделп M{Z{X))

для M(Z), однако определяется оно с

тео-
^ffloжecт-

почтення и = и

У

ста не является состоянием неймановского
в чистом виде, как это имело место ,
помощью состояния равновесия. Хотя состояние равновесия определяется
процессом [ (О, . . . , О, 1); (О, . . ., О, Я) ], процесс [ {х, 0); (i/ - ̂ ^ U)) J
также реализует темп роста продуктов в ценах р , ттрГтянов-
логип работы [6], процесс [(а-’, 0);

"“Копродвлепие дано, теперь надо ““ ‘Г^Тсу:
чпво, т. е. состояппя равновеспого соаланспрован  р Р
ществуют.

Предложение 3.
навесного сбалансированного роста существует. ^

Доказательство. Рассмотрим выпуклый конус

Для модели М(7Лк)) при %> i состояние рае

Z(X) = {[ (ж, y) ; (!/ - г, Xnu(c / Хп) + >-У) ]  ■ У

[(х,0); (у-с,х„и(с/хп))] ez(M}-

Состояние нойыановского равновеспя мод . Л ( ( некоторым
ния определяете oi пос^льку в противном случае
вектором цвш р ~ {р, ly „)яи/б2(гк), где (х,у)_п  с задают состоя-
ДЛЯ процесса [(а:,0), (7 » „iJnrn поста моделп M(Z), условие б) опре-
пие равыовесного сбалапспроваиного роста модсп ^  ь „пптгррр тут^  о г; тттт/лттисгттгя Очевидно, что любой процесс пз Z- ,
деления 2 пе будет п 3) определения 3, характе-
для которого «ьшолпяются соотношенпяД M{Z{X)).
рпзует состояние непусто конуса Z{%). Обозна-
А такой процесс всегда найдется bji ^ ^ равновесные цены р'
чим этот процесс через [(.г, 0) (у „.’„еЦоекость  с коэффициентами
определены одпозиачио. югда уД\ „ ттшр ГГт ОР (г/— с
{-ХГЛ р-') является опорной I. конусу ^ ^ |(М по опр1
Деиствптельпо, она является опорной В т-птгг 7 яв-
лелепшо состояния пеймановского равиове ■ II остается,чяется пасшппеппем конуса Z\K), точка LV'"’
anuiuw расширипив» j 7 {^\ тз ртгичао когда существуот целое лгао-
очевидно, граничной п для Z[X). ь слуыс
жество векторов равновесных цен для моделп
по тем же сообр^ешшм всегда найдется такой вектор  р , что гиперпло-
.скость с хюэффндпентамн (-Х/Г, /Г) является опорной к конусу в точке
[{х,0); {y — ^ii{c))]. Такпм образом, окопчателыю получаем, что про-
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цесс [(л;, 0); {у — с, гг(с)) ]_определяет состояние равновесного сбаланси
рованного роста модели М (Z (/.)) прн X. Z> 1.

На этом заканчивается та часть изложения, которую молено было нро-
BecTir незав1[сныо от предположения о днскретно.м нлн нен2)ерыв1юм ха
рактере вре.менп. В заключение лишь заметндг, что состояние равновес
ного сбалапенровапного роста, сформулированное в определениях 1 н 3,.
называют иногда еще «золотым» состоянием, состоянием «золотого века»-
нлн просто «золотым веком».

2. МОДЕЛЬ С ДИСКРЕТНЫМ ВРЕМЕНЕМ

Предполагается, что временная переменная t может принимать
целые неотрицательные значения, г = Q, 1, . . . ,

Определение 4. 1) Траектория f=co состоянии м

Л11ИП>

одели
„V называется техполошчес}ги допустимой (нлн допу-

Ж паххадь состоянии {хо,у,), если (:г(0),у(0)) = {хо,уо) н
[(^(0,У(0); (^(^+ ), 7(^+1))] 6Z(X) для всех U и,

2) Траектория {л; (i)} состояний модели M{Z'u)
w" + ^(0)=^о и {x[t), ji (t)) az\

—v(t)~c(t) ,x(t) ;== о для всех f = о,1, 2 . . . .
траектория {S(t), <^(t))

следователыюсть Iv 7/U
любую anvrxrm малчорирует, начипая с некоторого момента
при L V W {у(0}/Го-, порождае-Myii допустимой
допустимой если [у(0}/=Г порождается
чпная с TfOTnnr ' траекторией, то найдется момент времени на-

Ыпже выполняются неравенства у(0 < У (О-
«ой траекто^ии^ также определения и-оптималыюн н слабо и-оптималъ-

7>/(Z", и) н-оптныалыюсть
лшт -г значения коэффициента
при Xq траектория

^=0

называется допу-

1=со<=||
называется сильно п~опгимальной, если по-

оо

со

траектории определяется в за-
прнводеппя X. Именно, допустимая

является сильно « если соот--оптшгалыю]к
. т=г

I 2 ^-t-Hu.(S(t)) I
т- \ )

ветствующая ей последовательность
мажорирует

екториеп. ^ ^’^^одовательиость, порождаемую допустимой прн xq тра-
3 а м

г=о

боте изучаются траектптттт ,чх, ^ ® ^ м н 4 и 5.  В дайной ра -
времени. Траектоннн Р'^ДО^^елные на всей бесконечной полуоси
здесь не рассматниваютрЕ на конечнолг предгеннолг интервале,

осо^нпостей. ’ изучение выявляет ряд интересных

мых при хо траекторий видеть, что дшошество допусти
мых при ( дго, уо) траекторий хт^ ^ Д'^?^^вдает с множеством допусттЕ-

следнен координаты. Кролю того'^'кажд ^ ^ ^=с»траектории {x{t)) соответ-г=о

ствует последовательность /%со

{'г)} I н некоторое мно/коство-
т=1 ^=0

Г'последовательностей (у(О)г^ »“Р^1чем между Г
^

●  ̂ =оо

и г Х-^+йг(с(т)) ●
t=oT=i
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имеет место следующее соотношение:
f

Еслп = 1, то — i)ii.
T=1

t

Если Л > 1, то

пз Г п всех f = 0,1, 2, . . . , прп-
пз Г, для которой имеют ме-

^=30
для любой последовательности (7(01
чем найдется последовательность {у(01

/=о
t=co
<=0

СТО равенства прп всех i = 0,1, . . . . Это утверждение также иепосред-
ственпо следует пз определеиий и из предположения  5 о выпуклостп вверх
функции полезности гг.
траекторий вместо модели М {Z', и) всегда можно рассматривать замкну
тую модель il/(Z (?.)) ●

Теперь несколько замечаний о смысле приведенных определений,
а также о целях дальнейшего псследовахшя. Определенпе н-оптпмальной

модели M{Z) говорит о том, что мы выде-

Следовательно, при псследоваиип и-оптимальных

траектории прпменптельыо к
ляем из класса технологически возможных траекторпп развития эконо-
MiinecKoir системы такие траектории, которые доставляют обществу мак
симальную полезпость, еслп эту полезность подсчитывать с помощью сум-
-мпроваипя зпачеппй не меняющейся во времени функции полезности,
определенной па потребительских наборах продуктов, приходящихся на
душу населения с. Здесь, как видим, два существенных предположения,
пеизмеппость во времени функции предпочтения п гипотеза о том, что
для общества одинаково полезен набор продуктов, потреоляемых на одного
человека, пезавпсимо от периода временп, в который^этот набор потрео-
ляется. Общая полезпость от потребленпя в каком-нпоудь пнтервале вре-

полезпостп па душу населения, умноженной на ко-меин равна величине
зичоство людей, т. е. = XnH'ic / ̂ п) ●

Обычно в модели развивающейся экономики пре^олагается, что насе
ление растет некоторым текшем, большим ед1шпцьт. Поэтому данная гипо
теза говорит о том, что полезность потребительских продуктов, прпходя-
тцпхея на душу, приводится к одпому моменту времени (что ы ее сумл г
ровать за весь бесконечный период) с помощью коэффициента, равного
темпу роста иаселенпя.

Различные авторы, рассматривавшие
личную терминологию прп словесном '
максимизации полезности без приведения во временп (ио тогда они имеют

виду величину полезности от потребления продуктов для всего населе
ния), другие говорят о макепмизацип с приведением (имея в виду полез
ность на душу населения). „

В модели MlZil)), Я > 1, также предполагается, что функция полез^
времени. Прп этом один п тот же потреоптельекпп

паселеппя, равномерно обесценивается с

;  этот вопрос, употребляют п раз-
оппсанпи задачи. Одни говорят о

пости иепзыеипа во
набор, приходящийся на душу
течением времени.

Вопросы, которые пас интересуют прп изучении данной модели, та-

1. Прп каких условиях гг-оптпмальпая траектория существует?
2. Когда она единственна?
3. Каковы свойства гг-оптпмальной траекторпп, в частыостп, по како

му закону осуществляется переход пз одного состояппя в другое?
4. Каковы свойства состояппя равновесия сбалапспрованиого роста

(«золотого» состояппя)?

ковы.
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О. Каковы асимптотпческяе свойства гг-оптлмальных траекторий, в ча
стности, стремятся ли они к «золотому» состояншо?

6. Какова зависимость сформулированных выше вопросов 1—5 от ве
личины коэффициента приведения во временн функции полезности?

Эти вопросы сформулированы как чисто математические, хотя все они,
конечно, вытекают из экономического анализа проблемы. Например, тео
рема существования является необходимым логическим аргументом (кро-
Л1е экономических) в пользу разумности той или иной постановки задачи.
Или, скажем, выяснение закона перехода из состояния в состояние по
и-оптпмальной траектории, зависящего от дифференциальных свойств
«технологии» и функции полезности и, дало бы практические рекомепда-
ции по такому фундаментальному вопросу
и потребления при данных конкретных условиях. Известно, что при опре
деленных условиях (см. шике модели с непрерывным временем), чтобы
определить, находясь в состоянии x{t), сколько продукцын п какой про-
пзвестн в следующий момент y{t) п сколько из нее надо отдать
треоленне c(t) и дальнейшее производство y(t) - с(Л, нулшо знать толь-

лпшь дифференциальные свойства «технологии» г п функции а в точ
ках x{i) и с (t), а дифференциальные свойства - вещь, которую практп-
ческн получить неизмеримо проще, чем сами п и. Это обстоятельство,

является сильным аргументом в пользу практической цен-
псоти. ™ “ функцпеи полезности, поскольку обьпшое возражение
против 1ШХ состоит в том, что функция полезности  и в Д011ствптелыюстп

эффект оТобладашГ™. иревышающпш.
В  дальнейшем

как соотношение накопления

на по-

ко

существе1[пую роль будет играть понятие бесконечно
опттшальноп траекторпп, „яп, по другой терГ.пполХ “фс“вного
пу тл. Примем ооа понятия. Свопства эффективных траекторий пзучалпсь
В 10J, результаты ее и используются в настоящей статье

Определение 7. _Допуст1шая при
(^(0. лгоделп 71/(Z(?.)), - \^о,у,о)
лсальной, если
y{i) <=о , такой,
одном i.

траектория
называется бесконечно опт-

не существует допустимой при (х Уо) траекторпп
> 1, хотя бы при

о,
что

в соответствия с этим определением любая

ямяется бескопечно оптштлыюй, по-
^лильку компонеыта Xn{i), показывающая количество
равна единпце для всех допустимых траекторий

состояния. Однако,
бесконечно

трудовых ресурсов,
Исходящих из начально-

как это следует теорем 2 н 4 работы [0], канщую
оптпмальпую траекторию {.г (0

го

. V можно UcTaBHTb в
некоторому состояншо равновесия модели Г Гг /7 —с) Р й1

такому состояншо равновесия, лрн котором ’ L ь ? .у y’t'' ’

соответствие
именно

x{t-\-l)p-\-y(t-i- i)pn+l
x(t)p-\-y(l)Pn+l при t (4)оо.

TpaeKMpmf интересовать такие бесконечно
равновесных цен тятьт ттртттт /Т'— Г я Л когда в качестве
спроваиного роста тт г, =:  Х" равиоввсного сбалан-

дут в дальнейшем называться соответству1оСш™с“"“® ’'Р‘‘®"™Р"еснГ
ГО соаланенрованпого роста. У^ещимп состоянию равиовесно-

Поскольку любая часть {x(t))\=^'^, Т = i 2 ^ у vI  V / n=Q ’ J, . . ., люооп эффективной
решением некоторой задачи выпуклого программп-

оптимальные

траектории является
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ровашш, то пся эффективная траектория в целом может быть охаракте
ризована следующим образом. _

Про д л о ж с и II е 4. Для того чтобы в модели М (Z (Я)), Я ^ 1, допу
стимая при (хо, уо), д-'о > О, траектория была бесконечно
оптимальной, необходимо и достаточно, чтобы существовала последова
тельность неотрицательных векторов цен {p(i)}j=o  > такая, что

1) p{t)z p {t l)z' для всех i ~ 0,1,. . п любых процессов● 7

(2,2') е^(я).
2) р (0) (:го, уо) = р {t) {х (t), у (0) > о для всех
Доказательство. Б этом доказательство мы опускаем для крат

кости некоторые детали.
Достаточность очевидна. Покажем необходимость условий 1) и 2).

Пусть траектория {.г (t), у (i)} эффективна. Рассмотрим зада^ выпук
лого программирования для интервала [О, Ту. задан выпукльиг залшну-
тыи конус

2о,т = {-г/(0),2(1) - у{\),. . . ,z{T - ~ у{Т - i),z{T)n :

;  (7/(0,2(t + l)) бг(я),г=0, ...,г-1}.
Здесь д— (?г + 1)-мерный неотрицательный вектор. Требуется найти

точ1^у (- (.Го, уо), о, . . . , о, 2(Г)я) б Zo, г с максимальной последней коор-
Д1шато11. Обозначим коэффициенты опорной к конусу Zo, т в макспмаль-

иой точке (-(хо,уо),0,. . . ,М{П^) г^ерилоско™ через р--
= (р(0),р(1), . . . , д(Г — где p{t)^ i — О,.... J У есть {п-\- 1)
мерные векторы. Поскольку конусу Z(Я) принадлежат процессы ei.
г = 1, . . . ,7г—1,тг+1, то pi{t)^0 для всех г —
t = 1 Г — 1, II р. ^ 0. Далее, в соответствии с предполмленпем 4
ца(а: / Хп) а (пх / Хп), Ц ^ 1, следовательно, если бы —вп б Z (Я), мак
симальная точка (решение задачи выпуклого программирования) осталг^
бы той же, поэтому рп (0 ^ 0. 0 < ̂  ^ Покажем теперь, что р. >
>0. Имеем (го,уо)р(0) = Z(f)np.. Из этого ур^нения следует, что
еслп р. = о, то р(0) = о, поскольку (ого. уо) > 0. Так как по определе-
ншо опорной гиперплоскости р(0)2 р(1)г' ДДЯ шобого (z, z )
od) =0 Аналогичные юассуждепия дают р(.2) — и, . . .  , рщ
Таким обрГзом изТ= о следует р = 0. что Заметим, что
если Z (Я) —многогранный конус, то условия не тр  у .

Вернемся теперь к траектории {х {t), у (i)} ● ос  о у  фф
тивпа, то для любого Т папдется неотрицательный вектор я (Г), такоп, что
соответствующая задача выпуклого программпровашш своим решением
имеет кусок эффективной траектории {д: (i)? V (^)/7=о ● Обозначим множе
ство всех таких я (Г) через Пг^, о через Пг^, 0 ^  t <С Т, будет обозна
чаться множество всех в^торов pt^, полученных из соответствующих  за
дач выпуклого ирограммпрования, когда я (Г) пробегает множество П^^.
Нетрудно показать, что множества П<г зашшуты. Пересечение П« с еди-

- ПГ, . . .^Н-1
пичной сферой обозначим через П^^. Очевидно, Пг*  ^ Hi

Г=со _

Множество = П непусто в силу непустоты и
T

компактности nf^.
=t

Выберем какую-нибудь точку^р(О) б По- По построению множества Hi точ
ке р(0) соответствует точка р(1) б Hi, такая, что рр(1) p(^)i

р(0)(го, Уо) -=р(1).г(1), у(1)). Точке р(1) соответствует точка р(2)
Получившаяся последовательность цеи {р(0)«=о’ ^ является иско

и
II т. д.

мой, удовлетворяющей свойствам 1) — 2) настоящего предложения.
6 Экономика II математические методы, К 4
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Теорема 1 (существованпя). Пусть имеются модель M{Z) и начальное
состояние (xQ,yo), удовлетворяющие предполооюениям 1) —5) и условиям
предлооюения 4. Тогда сильно и-оптимальная траектория существует, если
и строго выпукла вверх и найдется допустимая при (а:о, Vo) траектория

Доказательство. Возьмем бесконечно оптимальную траекторию
{ж(г), у исходящую пз точкп (д:о,Уо) п соответствующую состоя-
ышо равновесного сбалапспрованиого роста. Такая траектория существует
в сплу теорем 1 п 2 работы [6] п
жем, что эта траектория является также и сильно

со

условии доказываемой теоре-мьт. Пока-
гг-оптпмалыюн. Для

этого предварительно установим, что для любой допустимой при {xq, уо)
траектории у имеет место соотношение

{x{t),y{t)) {х, у) при t

где (ic, у) — вектор из состояния равновесного сбалапспрованиого  роста.
Действптельыо, предположим противное, т. е. пусть p(a:(i), а;) ^ е > О на
подпоследовательности где р(. . .)—эвклидово расстояште^ Тогда в
сллу строгой выпуклости функции и (с.м., например, лемму 2 работы Г61)
найдется положительное чпсло 6, такое, что

(5)оо

x(t-\- 1)р -h у(^ + 11)
(6)^{i)P + V(0

на подпоследовательности {^/^}. Рассуждения, аналогичные
теоремы 2 работы [61, показывают

(Ь) следует (a:(i), у(0)

В соответствии с предложеипем 4 траекторию {x(i), V(i))f^(, харак-
ниС%Т цен |7>(01&Г. удовлетворяющпх соотйоте-

инм 1) ~ г) этого предложения . Для .moooii допустимой при (х.
траектории |х(0. г(0|£?>. отлиляой от [x(t). будем L+ ' ’

приведенным
что пз соотношения

О, прп t оо, что иевоз:можно.
со

p{t)x{t) +у(0 ^p{t)x{t) +у(0 +е,
начиная с некоторого момепта и, где е > О и x{ta) ^x(ta) Соотипт
(7) так/ке вытекает из строгой выпуклости функции и.

неравенства (7) получается,
рпя достаточно большого t,. Следовательно, траекто-
Р  \ ’У {4}t=o может быть сильно и-оптпмальиой. Окончательно

едпистпеппой бесконечно

(7)

епие

что

же имеем, что
мальной

{д(о.у(о};=„со является оптк-
траект рапиопесиого сбалапси-

траектортгей.
траектории иообходп-

в данном случае
Оказывается, что

является в тгекотором
присутствует слово «спль-

/=со _

сттг

орией, соответствующей состоянию ~
рованлого роста, и единственной сильно н-оптималыгой

Итак, для существованпя сильно н-оптимальиой
некоторое свойство

требованием
МО

едииствепиостп, гарантируемое
строгой выпуклости функции иолезио

сильно гг-оптимальпой траектоитг
1сле слишком узким. Поэтому и в иазваигш

по». Согласно оиределепию б, требуется чтобгт тттпт- г  / \ i
жорировала всякую другую иачпи^ с нет пт -
трудно представить ^ себе ситуапит т^пг ^юмента. Однако ие-

{У"(0>&»несрав„„м„ Д дГ

момшТа'+ГбоГпл"?"еореТГГе+^о”;Т'эф^
РИИ, соответствующей состоянию равиовес Го траекто-
исклгочало подобную ситуацию. пГтому Гм Г ?^  одна траектория мажориро-

определепие 1Г

ма-г=о

{v'(^)}
для {у"(0>

п
ине
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вала BCG другие. Чтобы ввести в рассмотреппе описанную возможность,
дадим определение и-оптпмальной траектории и слабо и-оптпмальной
траектории, основанное именно на том факте, что предложения «{^(О} —
мажоранта для всех траекторий» и «для {у(0) существует мажоран¬
ты» но эквивалентны.

Определение 8. Допустимая при (а^о, уо) траекторпя {z (t), у (t)
модели М (Z (X)) называется и-оптимальной, если для всякой допустимой
при (.То, уо) траектории {^{t) ,y{t)}

=со выполняется следующее условие.
У (О +Для любого 8 > о пайдется момент времени te,

+  ̂ у (t) для всех i ^ ̂ e● _
Теорема 2 (существования). Пусть имеется модель M(Z(X)), X > 1,

(^0, Уо), удовлетворяющие предположениям 1) —
5). Т'огда и-оптимальпая траектория существует.

Дока.затсльство этой теоремы мы опускаем, поскольку орпгпнальных
Действительно, чтобы показать существование

такой, что

и начальное состояние

идеи оно не содержит.
н-оптнмалы101[ траектории, нужно выбрать подходящее метрическое про
странство (например, пространство s, определеппе которого
[7, стр. 2G5], где множество допустимых исходящих из (:^, уо) траекто-

см. в

00

функция Ф({с}) = S ^{c{t)) /рпй будет компактным, п показать, что

определена II непрерывна па этом множестве. .
Теорема 2 показывает, что для модели il2(Z(X)), X Z> ,

ц-оптимальнои траекторпп достаточно. Для модели с оказывается
необходимым ввестп еще одно понятие ц-оптнмалыюстп. (-/+\

Определеппе 9. Допустимая при (хо, уо) траектория (О,
у(0}/=“ модели M{Z) называется слабо и-оптималъной, если найдется
подпоследовательность {tu}, такая, что для любой допустимой при (хо, уо^)

y{tk) '^ y{ih) и не существует допустимой
y{t)^y{t) для всех t, причем

{=0

понятия

<=оо
траектории (х(г), у(0)
траектории {x(f), y{t)}
хотя бы для одного момента имеет место строгое неравенство.

Понятие сплыю н-оптимальной и н-оптимальпои траектории введено
Гейлом [2], слабая ^^-оптимальность рассматривается здесы

Чтобы показать, что определение слабо и оптимальной тр. „Lt более
приведем пример модели, у которой

существует, однако существуют ела

;=о
/=оо , такой, что1=0

ет смысл,
сильно п-оптпмалышй траектории не
бо п-оптплгальиые траектории.

Т^опус Z задается процессами 1

(i. i.o, 4 с<(1.0, 2—с, 0) , 2  ’— с ;
11

(8)1, О, 2 —с, с(1,1.0, 0); 2  ’2

1
(1,1,0, 0)1.0, 1, 2 / ’

11 0,0) ,(1,11.1,0. 102 / ’
1

(1,0,0, 0) ,1. о, о, 2 / ’

(О, 0. о, 1)1.1(0. 0.0, 1):
Такил! образом, модель включает в себя четыре «продукта». Первый

пролукт т о первая и пятая компоненты восьмпмериых векторов-процес-
6*
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●СОВ конуса показывает количество трудовых ресурсов, BTopoir и третл1Г
«продукты» являются продуктами в обычпо:м смысле слова, а последняя
компонента состояния модели измеряет величину функции ]юлезности,
значения которой равны количеству третьего «продукта», идущего на по
требление за вычетом значения этой функции нолозност1[ в состоянии рав
новесного сбалапспрованного роста. Велпчипа с в первом процессе пока
зывает количество третьего продугчта,
О ^ с ^ 2. Если начальное количество населеппя
ко убедиться, велпчипа с, соответствующая состоянию равновесного сба
лансированного роста, равна единице. Поскольку и(х\, Х2, хз) == хз, т. е. и
не является строго выпуклой, то условия теоремы 1 не выполняются и
сильно м-рптимальной траектории может не существовать.

Пусть начальное состояние {xq, уо) есть (2,2,0,1). Нетрудно прове
рить, что траектория

которое идет на потребление.
равпо двум, то, как лег-

{(2,2,0,1), (2,о,2,2), (2,2,0,1), (2,0,2,2) . . .} (9)
л траектория

{(2, 2. 0,1) 2.1.1.1 4
11 )(2.1.1.1jf). . .} (10)

нмяются технологпческп допустилп^тмп при начальном состоянии (хо, уо)-
траектории являются слабо н-оптпмальнымн. Любая

вом^что обладает тем спойст-
И  г Xz\t) ^2 для любого t, поскольку при X2{t) -f- Хз{Ь) > 2
ппп/-тпл г. ’^рудовых ресурсов в две единицы невозможно начать пронз-
мп\тоггт^ т, процессов (8). С друго11 стороны, если в какотх-нпбудь

процесс шТо >All'll *о1) "on" используется
випнп L ^ 1.^, о, /о;, щ,и,и,б)1. Слаио н-оптимальпые траектории, оче-
иятитгчс бесконечно оптлмальнылти, соответствующими состоянию
ияст сбаланспропаыпого роста. А всякая бесконечная оптпмаль-

ая траектория , соответствующая
Ванного роста,
гостью

состоянию равновесного сбаланспро-
т.«т характеризуется, согласно предложению 4, последователь-
векторов цеп {p(i)}j^

I

, удовлетворяющих соот11ошеииял[ 1) и 2)
этого предложения. Если бы

«ы “быть" |,ТгГ+о 5 оптнмУльпой’тр1тс-кторип, то°доюгаго было

траектории, соответствующей состоянию равтговес-
конечно онтпмалыюй ^
ного сбалансированного
0.5); (1,0,0,0)]
для одного t.

роста, не может использоваться процесс L(1>0,0,
и, следовательно, не может быть X2{t) x^it) <2 ни

допустимой при (2,2,0,1) траектории {x{t),
какого-нибудь момента времени t пара (v(t) v(^ + D)

является одним из векторов (1 + е, 2) (12-1- М2/  . ^  i2/^l М2/^^
у/.. + е), где е > 0, то п мо\,е1т г + 2 бтао71(г  + 21 + г А+ 21 ^<2
Следовательно, траектории (9) и (10) являются слабо 1-о^ти11ль,?™ш. '

3. МОДЕЛЬ С НЕПРЕРЫВНЫМ ВРЕМЕНЕМ

лись в *0^^ВН(П1 ° непрерывном времени раседштрпва-
малоразмерные модели экономики вклгочптоптие в себя

®  одиояро^^ук^ая моясль оптп-
логи^екя временем, причем при определении техно-
ность модели ^ траектории существенно используется одпомер-
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в настоящем разделе излагается вкратце общий способ определения
модели экономики в непрерывном времепп. Кроме того, указывается (без
доказательств) па возможиость перенесения основных результатов, полу
ченных для модели с дискретным временем, на непрерывный случай.

Сохраним для модели с непрерывным временем те же обозначения:
<=со и т. д.

Определение 10. Траектория {x{t),y{t)}
X ^ 1, i 6 [О, оо], называется (технологически) допустимой при
ном состоянии (хо, уо), если найдется сушшруемая на любом интервале
[О, t] (п 1)-мериая вектор-функпия z, определенная для всех iO [О,

модели ilf(Z(X)),
началь-

<=00
<=0

<

оо), такая, ЧТО (x(t), 'v(i)) = (я^о, уо) + $ г(т)йт для всех i О (О, оо),
о

2(т) -= (((/(т), уЧт^))
[(х(т), у(т)); (i/(t), у (т))] 6Z(X) (И)

для всех т б [О, i].
Определеппе 11. Допустимая при

й” модели M{Z{k)), X > 1, называется сильно и-оптималънои
{и-опгшшлълой), если для любой допустимой при (а:о, Уо) траектории
{x(i), y(i)} найдется момент времени to, начиная  с которого

“  “ (хо, уо) траекторииесли что

(а:о, Уо) траектория {х(0.

у(г) ... для любой допустимой при
{ <=со и любого е > о найдется момент времепп U, такойх(Ч, y{t)} <=0

У (t) -h ^ y(i) для всех i~^tz- „
В [8] установлена теорема существования и теорема двойстве

для задачп нахождения траектории {x(i), у(^)](=о  » У которой величин
у (Г) является наибольшей среди всех у (Г), даваемых технологически до
цустпмыми траекториями (x(i), у(0)<<^о * этилш теорем ,

результаты раздела Iможно перенести большую часть работы [6]
настоящей работы па модели с непрерывным временем, сохраия

^  ̂ дискретных моделей, без пзме-

и все

и схемы доказательств, примененные для
нения. соотпошепий (И)

В заключение укажем, что, к сожалению, при nTcvTCTBveT
используются два дополнительных требования к мод  . -  ) ^службы
конечный лаг в производстве (лаг сколь угодно ма ), )  Р мттрли

Снятие этих требовании приводит к модели,
бесконечпомерпого пространства.всех продуктов неограппчен

состояния которой описываются точками
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