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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящее время составлено большое количество программ
тпстпчсскоп обработке разлшгаого рода ппформацпп: технической,
номпческой, медицинской п т. п.

К 1969 г. в лаборатории типовых алгоритмов и программ ЦЭМИ АН
СССР имелись сведения примерно о 130 программах по математической
статистике: около 40% для ЭВМ Tirna БЭСМ-ЗМ (М-20); 24% для машпн
типа Мпнск-2 (22); 13% для машпн типа Урал; 23% для других типов
машин.

В основном программы составлены в появ¬

о ста-
ако-

ляется все больше программ, составленных на АЛ1 ОЛЬ (20 /о по имею
щимся сведениям).

В программах по -математическои статистике ооычно производятся
следующие расчеты: 1) вычисление числовых характеристик случайной
величины; 2) определение теоретической фупкцип распределения и сте
пени ее согласованности с нстипной функцией распределения; 3) корре
ляционный анализ; 4) регрессионный анализ [1 20J.

2. ЧИСЛОВЫЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ СЛ> ЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

п

в программах, как правило, предусматривается вьпшсленпе равлия-^  ̂ '■ " величины в качестве ее числовых
пых центральных моментов случаниоп

■'"‘"^пёрХГц^тральньп! момент дает математическое ожидание случай-
поп величины

п

ТПх — — S ^гРи

зпачеппя случайной велпчппы; pi — вероятности этих

центрированные случайные величины, т.
их математических ожиданий

порядка S случайной величины Хг называется
5-й степени соответствующей центрированной;

е.
X “

где Xi — возможные
значений.

Обычно рассматриваются
отклонения случайных величии от
— Xi — Шх.

Центральным моментом
агателгатическое ожидание
случайно!! величины

называется дисперсией случайной вели-Бторой центральный момент
ЧПИ1.1

математические методы, Kt 57  Экономика и



и. П. ФРЕНКИНА738

п
о

И2= D [а:] = М (х^) = {Xi — mx)2= аг—
п — 1 ,г=1

где

02= 2
г=1

Корень квадратный из дисперсии называется средним квадратическим
отклонением

/

П
1

а = о[х] = [х] 2/i — 1 :
г=1

Третий центральный момент служит для характеристики асимметрии
или «скошенности» распределения. Коэффициент асимметрии (или асим
метрия) Sh вычисляется по формуле

п
П|ДЗS„ =

{п— 1) {п — 2)а3
3=1

где
п

рз = -Л/М= 2 i^i — ^xVpi= аз — 3ct2mx + 2/ПхЗ
7=4

и
п

= 2 3аз
7=1

Эксцесс 5'а: записывается через четвертый центральный момент Ех =
= (ц4/о^')—3 (для нормального задлона распределения Ц4/сг* = 3 и
эксцесс Ех = 0). Здесь

7t

Я М = 2 (3^7 — ^ Pi.
7=1

Эксцесс характеризует «крутость», т. е. островершинность (Ех > 0)
или плосковершинность (Ех <С 0) кривых.

М4 =

3. ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

Выравнивание статистических рядов производится путем подбора тео
ретических функций распределения. Определение параметров теоретиче
ской функции распределения производится в программах методом наи
меньших квадратов из системы нормальных уравиепий. Система нормаль-

^тх уравнений
п

составляется из условия, что ^ = 2 П* = ('*1* “
г=1

т. е. 0Q / daj = О, где / — число параметров а^-й теоретиче-
распределепия ут — у (х, Uj).

часто аппроксимация производится лииейпой, параболиче
ской, логарифмической функциями.

JJpn определении
ческого

скои функции
Наиболее

степени согласованности теоретического и статисти-
распроделения используются разлшшые критерии согласия (меры
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расхождения), в том числе Я-критерпй Колмогорова, х^-критерпй Пирсо
на и др.

Согласно критерию Пирсона в качестве меры расхождения между тео
ретическим и статистическим распределеииями берут сушгу квадратов
отклонеиии (рг* — Pi) с весами Ci

к

1=1

Здесь рг — теоретические вероятности, pi' — наблюденные частоты.
Результаты опытов сводим в к разрядов и обозначаем через чис

ло значений в i-м разряде. Тогда pi=rnijn и, беря Ci = njpi {п
число опытов), получаем асилштотическую форлгулу для функции распре
деления случайной величины

^  {ТПг—Прг)^^ iPi’-Pi)^
y^^=U = n'2i npiPi 1=1г=1

Распределение ^ зависит от числа степеней свободы г, т. е. от разно-
чпсла независимых условий, наложенных на часто¬сти числа разрядов и

ты Pi'.
Для составлены таблицы доверительных границ при различном чис

ле степеней свободы, по которым по г и х" определяется вероятность того,
что величина, имеющая распределение с г степепяшг свободы, превзои
дет данное значение Если эта вероятность мала, то гипотеза отбрасы
вается как неправдоподобная. Если эта вероятность относительно велика,
то гипотеза пе противоречит опытным данным.

По критерию Колмогорова рассматривается максимальное значение
модуля разности между статистической фушщпеи распределения ^

соответствующей теоретической функцией распределения Р {х).
П = тах1Г(д:)-^’(:г) | ._

Определяется % = D^n и по Я по
того, что максимальное расхождение
ше чем фактически наблюденное,
подобна; при больших vW гипотеза совместима с опытными данным.

Мер; сшласованности можно также определить по критерию В этом
^шиспяется мера расхождения между теоретической Р(х) и эм

F'{x) функциями распределения как средний квадрат откло
возможным значениям аргумента

.  It _

и

таблицам находят вероятность р(Я)
менаду F' (а:) и F (ж) будет не мень-

При малом р(Я) гипотеза неправдо-

случае
пирпческой
нений по всем

2^:1 — 1 12
- S \ рыа>2 = 2м12м2 п ft=l

4. корреляционный анализ

Если имеем систему двух случайных величин .г и у, то для характери
стики их рассеивания п связи между ними вводится корреляционный мо
мент (или ковариация) К,у, равный математическому ожиданию произ-

Кху = м[ху] = М(х — m.v) (у — ^у) твеличииведения центрированных
где Шх т-и — математическое ожидание хп у.

Характеристикой связи в чистом виде для величии а: и у служит ко-
эфЛициент корреляции где и, и и„ - средние квадратич-
нпе отклонения Случайные величины, для которых корреляционный мо
мент равен нулю, называются некоррелировапнымп, хотя они могут быть

7*
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зависпмылш. Коэффициент корреляции характеризует степень тесноты
линейной зависимости между случайными величинами.

При у = ах ~\-Ъ имеем Гху = ±1. В общем случае имеем —1 <С гху
< +1.

при положительной корреляции между случайнылш величина^ш
(Хху > 0) при возрастании одной величины другая имеет тенденцию в
среднем возрастать. При отрицательной корреляции (г*у < 0) при возрас
тании одной случайной величины другая имеет тенденцию в среднем убы¬
вать.

Если имеем систему нескольких случайных величин, то составляется
корреляционная матрица 11й;^г;11 системы случайных величин; причем

Ki^ = при i и

Кц = M[xi^ = Di при i =j {Di — дпсперсия).

HopifflpoBauHaH корреляционная матрзща ||r{j[| составляется из коэф
фициентов корреляции Tij = Kij / CtOj, где Стг = УОг, Oj = D — дпс
персия.

Если случа1шые величины характеризуются качествеппьпга признака
ми, то вводится коэффициент ранговой корреляции (по Спирмену): от
дельным случайным величинам приписывают порядх^овые номера в соот
ветствии с убыванием качества. При двух качественных признаках каж
дой случайной величине приписывают два порядковых номера |г и r\i. Ко-
аффициеит ранговой корреляции R (по Спирмену) определяется формулой

п

л= 2 W(?,

где Q = 2|j2 = 2т1г^ = [п{п — 1) (п + 1) ]/ 3.
После преобразований для R можно получить формулу

6 2^2 65Л
R = i = 1

п{п — 1) (/г-f 1) — п

где d — разность порядковых номеров по обоим признакам. Z? = Ч-1 при
совпадении обоих порядковых номеров (| —г| = 0). R= 1 — когда
оба ряда полностью противоположны (& + л = 0)- Коэффициент ранго
вой корреляции Т (по Кендаллу) определяется для случа1П1ых величин,
упорядоченных по двум качествеипым признакам. Обозначим через Xi.
случайные величтшы, характерпзующпе качественные признаки.

Вводим новые случайные величины xmiyik), определяемые равенст-

Ui

вами
-1-1, если Xi <С 3:ii,

о, если Xi = a:fi,
—1, если Хг

Тогда коэффициент корреляции Т по Кендаллу равен
— I)], где

Xik =

Т = 2S/[п{п —

n-i п

*5=2 = 22 sign(//j — Vi)-
i=i j=i+l

1 ^ Г ^ -f 1), причем
номеров и Г =Значения Т находятся мен;ду ( + 1) и (—1) (—

Т = 1 при совпадении последователыгости порядковых
=  1 при противоположных последовательностях.
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Корреляционные функции рассматриваются также для стационарных
эргодпческпх случайных функции, т. е. таких, для которых каждая отдель
ная реализация случайной функции моя^ет заменить при обработке мно
жество реализаций (т. е. среднее по времени равно среднему по множе
ству наблюдений).

Для эргодпческпх стационарных случайных функции
токорреляционные функции по одной реализации

п—тп

вычисляются ав-

1тТк. п — тп

где п — количество значении случайной функции на [О, Т], а
71

X{ti)
i=t

т. e. центрированное значение случайной функции,  и по мконхеству реали
заций

Т)ТП1г7Пп тп—1J . .

2 2 (^ii-(2 (,S
i=\ 3=1 ' i,j=l ^ ii£;z2

))
1

Xij ’nin
n(m —|.0tPx(0 nm 777П 2

S Ц-1 S
-  ■ ^ {.3=1

1
nm

7,3=1

случайной функции; m — количество ce-
случайкой функции;

меж-
где п — количество реализации
чений случайной функции; Xij — текущее значение

= т / — нормированный параметр (Гп — временной интервал
пзмепеппямп случайной фуыкцпп).ду двумя последовательными

Вычпсляется также взаимная корреляционная функция  д Д У Р
дпческнх случайных функций х(т), у (т)

JVN 1 2JI i+V- — ЦТNРхь(т)='
!=1

N
*142^ 21 'VsNN1 2 Уг/N2?/<-

^  ̂7=1

X
L N —

где N — йшожество дискретных значений каждого случайного процесса;
i/i — текущие значения случайных функции, р т!Тп нормир

ыый параметр.

2=1

5. РЕГРЕССПОННЫЙ АНАЛИЗ

Коэффициент регрессии у определяется из условия, чтобы при у
= ух Z дисперсия z была наименьшей.

Коэффициент регрессии связан с коэффициентом корреляции
ношением у = гоу / о.-с-

Выборочный коэффициент регрессии yi определяется ка1< угловой ко
эффициент в эмпирпческой линии регресспп у тп,, = Yi{^^ ^х)-, вы
бпраемый таким образом, чтобы су^гма квадратов отклонений точек {Хг,
У{) от прямой была наименьшей. Если переменная х является В1>еменем,
то лилия регрессии называется трендом.

г COOT-
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Для различных заданных завпспмостй между у и х (линейной, квад
ратичной, А:-го порядка, трнгоно-метрпческой) определяют коэффициенты
в формулах из условия, чтобы отклонение пстпыного графика функцин
от соответствующей линии регресспп было наименьшим.

Можно производить также авторегрессивное преобразование по фор
мулам Xi ~ Xi — rxi^\] Ui = Уг — J'yi-i, где Г — коэффицпент автокорре
ляции.

6. ХАРАКТЕРИСТИКИ НЕКОТОРЫХ ПРОГРАММ

В печати опубликован ряд программ по математической статистике.
В двух сборниках [22, 23], изданных ЦЭМИ АН СССР, опубликована си
стема програлгм по математической статистике, наппсапных на АЛГОЛЕ
для а-транслятора, трансляторов ТА-1 и ТА-1М. Программы оформлены
в виде процедур. По этим процедурам могут быть вычислены следующие
величины: оценки числовых характеристик случайного вектора, коэффи
циент корреляцгш, корреляционная матрица, математическое ожидание,
оценки параметров линейного или квадратичного классификатора, авто
корреляционная функция эргодической стационарной случайной функции
по одной или множеству реализаций, взаимная корреляционная функция
для двух стационарных эргодичеышх случайных функций по одной и мно
жеству реалпзаций, оценки статистического распределешя случайной
лшпшы, оценка степени согласованности теоретического и статистическо
го распределения о помощью х^-крптерия Пирсона, Л-критерия Колмого
рова, о)-крнтерия U т. п.

В программе статистической обработки динамических рядов [21], со
ставленной в машинных кодах БЭСМ-ЗМ, производится одновременное
выравнивание нескольких динамических рядов с числом членов каждого
динамического ряда п <; 30. Параметры кривой, по которой производится
выравнивание, определяются из системы нормальных уравнений по мето-
,ду наименьших квадратов.

По программе вычисляются: средняя квадратическая ошибка, оценка
днснерспи параметров кривой, выборочный коэффициент вариации, досто
верность коэффициента регрессии, коэффициент точности прогноза, соот
ношение фон Неймана, отсутствие систематического сдвига в наблюде
ниях по критерию Аббе, показатель для оценки параметров кривой. По
коэффициенту автокорреляции производится авторегрессивное преобразо
вание.

BG-

В [24] приведено 7 стандартных программ по статистическому
зу. В них произведено вытасление математического ожидания и диспер
сии (в целых числах), коэффициента корреляции, ранговых коэффоднен-
тов корреляцнп по Сппрмелу и Кендаллу, коэффициентов лг1П1Ш регрес
сии (для ортогональных полшюмов Чебышева), доверительных интерва
лов, проверяется однородность ряда дисперсий, вычисляются числовые ха-
рактерпстикп статистического ряда (эмпирические плотности и вероятно
сти распределения, математические ожидания, дисперсии, коэффициент
вариацпн, эксцесс, плотность вероятности нормального закона распределе
ния, проверка с помонщю критерия однородности ряда дисперсий^ посто
янства дисперсии зависимой переменной при изменении значений аргу
мента, т. е. х^-распределение с к степенями свободы).

Значительное число программ посвящено вычислению корреляционных
зависимостей в медицине, металлургии, статистической обработке всевоз
можных технологичест^их параметров, статистической обработке анкетных
данных и т. п.

ахгалн-
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