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В настоящей работе излагаются некоторые возможные подходы к ма
тематическому моделированию распределения пассажиропотоков в город
ской транспортной сети. Этой же теме посвящена недавно вышедшая ра
бота [1].

Общей чертой приводимых ниже моделей является след^чощее. Транс
портной сети города сопоставляется связный ориентированный граф. Его
вершины — это узловые точки реальной сети, а ребра отвечают непосред
ственным транспортным связям между ними (часть ребер может быть
введена в рассмотрение для учета пеших переходов). Каждому ребру (i, /)
графа, соединяющему г-ю и /-ю вершины, сопоставлено время tjj передвп-
жеиня по нему, определяемое его длиной п видом транспорта, который это
ребро обслуживает.

Будем считать, что задана матрица М = Ццг^Ц, где ^0 — пптепспв-
ность потока пассажиров, поступающих извне в i-io вершгшу п стремя
щихся попасть в к-ю. Обозначая через Xij^ (г ^ к) интенсивность пото
ка к~то типа (т. е. потока пассажиров, стремящихся к к-ю вершшгу) по
ребру (г, У), приходим к следующим обычным уравнениям неразрывности

(1)1фк,

где Ti, Гг~^ — множества вершин графа, последующих и предшествуюпщх
по отношению к вершине i. (Всюду ниже, называя набор потоком,
будем иметь в виду неотрицательные числа, удовлетворяющие ограниче
ниям (1).)

В основе предлагаемых ниже моделей прогноза лежпт предположение
о том, что: 1) главным фактором, влияющим на выбор маршрута, явля
ются затраты времепп на поездку; 2) маршрут определяется благодаря
иоследовательному выбору направлений в каждой из промежуточных вер
шин, причем этот выбор в фиксировапной вершине производится
жиром без какой-либо договоренности с остальными пассажирами
висит от ранее пройденного пути. Как видно из самой записи уравнений,
стремясь к простоте модели, мы не различаем в каждой вершине транзит
ных пассажиров и пассажиров, только что поступивших в сеть извне, т. е.
считаем, что выбор дальнейшего направления осуществляется
® равных условиях.

Недостатком

пасса-
п не за-

вседш ими

информации относитакого подхода является потеря
мы не учитываем,

реальной сети
маршрутности реальной транспортной сети:

пассажир, прибываюпщй в некоторый
продолжающий движение по тодгу же маршруту, тратит время только
остановку, ио не на ожидание транспорта. Этот недостаток можно от

части устранить, усложнив структуру графа введением иовых вершин и

тельпо
что узели
на
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дополнительных ребер, отражающих затраты времени на ожидание. Одна
ко в новой схеме в потоке пассажиров, прибывающих  в фиксированную
вершину по ребру, обслуживаемому каким-либо маршрутом, мы не смо¬
жем различить пассажиров, воспользовавшпхся разным количеством ре
бер этого маршрута. Существенно и другое: на выбор маршрута в фикси
рованной верипше влияют не только предстояпще затраты времени, по
также и время, потраченное на попадание в эту вершину. Позднее мы
укажем, как можно частично учесть это обстоятельство.

Начнем с рассмотрения простейшей модели, когда каждый пассажир
к-то типа выбирает кратчайший маршрут в к-ю вершину. Введем обозна
чение: Ti^ — время проезда ио кратчайшему маршруту из i-ii вершины
в к-ю (i =7^ к). Очевидно

(2)= min [Tij + = U.

Хорошо известно, что соответствующий поток (хг/‘} является реше
нием следующей задачи линейного програмлшрования: при огранпченпи

(1) и условиях Xij^ ^ О требуется найти min 2 srij-Trij, где Xij = 2
(г, j)

. ЛXго ●
k^i

Величина функционала S есть по сути дела общие затраты вре
(г. j)

менп за единицу времени работы сети. Именно расчету кратчайших мар
шрутов и посвящена работа [1].

Естественным обобщением этой модели является модель, в котороп
время проезда по ребру {i, /) вследствие ограниченной елшостп транспорт
ных едш1иц зависит от потока X = ; в простейшем случае это время
завпсит лишь от интенсивности Xij, т. е. тц = j);  в более общем сл>'-
чае, возникающем при учете маршрутностп, затраты времени на искус
ственно вводимых ребрах (см. выше) могут зависеть  и от нагрузки на со
седние ребра, т. е., вообще говоря,

(3)= ТгЛХ).Tij

в отличие от предыдущей модели здесь на поведение каждого пасса
жира влияет поведение остальной массы пассажиров, ибо оно и определя-

как п ранее, предполо-ет затраты времени на проезд по ребрам. Если,
жить, что при заданном потоке X каждый пассажир, ориентируясь на вре
менные характеристики Tfj (X), выбирает кратчайший маршрут, то придем
к естествеппому обобщению системы (2)

(4){X) = min [Tij (X) -h (X) ],
je-г.

(Еще раз подчеркнем, что при фиксированном потоке  X поведение одного
отдельно взятого пассажира не может повлиять на величины Tij.)

Сказанное приводит к естествениол^ определению равновесного (в иг
ровом смысле), стацпонарпого потока X.

Определение 1. Поток называется равновесным при
полнеиии сл^у10щего_условця:_если при некоторых индексах i, /, к Xij
> 0. то Ti^^{X) = Tij(X)-t- Tj^{X) («условие дополняющей нежесткости»).

Условие, фигурирующее в этом определенип, означает, по существу,
что если некоторое ребро (г, /) пагружено потоком к-го тппа, то для каж
дого отдельного пассажира того же тппа это ребро является оптимальным
направлением из вершины г.

Имеет место следующая теорема.

П^(Х)^0.

вы-
.л
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Теорема 1. Пусть функции О и непрерывны по X. Тогда су
ществует равновесный в смысле определения 1 поток (Доказатель¬
ство этой и следующих теорем приводятся в Приложеипп.)

Нетрудно убедиться, что в простейшем случае, когда Xij = Тг;(2:,^),
равновесный поток мпнплшзпрует фушщиоиал

^ = 3 S Xii{s)ds, Xij

В общем же случае можно утверждать, лишь, что поток облада¬
ет следующим экстремальным свойством:

(г. j) о

min 2 Xij{X)xii = 2
{i, J)

(cm. Приложевме). Отметим трудность, связанную с введеннсым понятием
равновесного потока. Пусть для некоторых индексов г, /с, /i, /2 имеет место

Xij, > О, Xij, > 0. Тогда, с одной стороны, для пассажиров /с-го

Т1ша ребра (г, /1), (t, /2) отвечают оптимальным, следовательно,  равноцен-
-fe - ft
X ,.¥= xi

(i. 3)

условие

Это противоречие,

лежащее вне рассматриваемой математической модели, не может быть
устранено, как пам кажется, без перехода к вероятностным моделям.

Теперь изложим простейшую модель подобного рода,  в которой естест-
возникает рандолшзированное поведепие пассажиров. Модель прп-
к сетевым моделям массового обслуживания [2].

Именно предположим, что интервалы между последовательными при
бытиями транспортных единиц, обслуяшвающих ребро (г, /), не детерми
нированы, а случайны, точнее независимы между собою, и распределены
экспоненциально с параметром Xij (допущение, типшшое в теории массо
вого обслуживания). Ограничиваясь для простоты записи рассмотрением
пассажиров некоторого определенного типа io, зададим их поведение
бором р чисел pij, i Ф- го, / 6 Г^; рц — вероятность того, что пассажир, по
пав в вершину г, выберет для продолжения поездкп ребро (г, /). Очевидно

ным направлениям, а с другой стороны,

венно
Mbntaer

на-

}■v^P 2 V
^  ier^

Легко понять, что смысл плтеют лишь распределения р, обладающие
следующим свойством; для любой вершины i ф найдется последова
тельность вершин , i}i такая, что м G Г^, h G Гг„ . . .  , го б Ад.

(5)ij — 1, г Ф^ го

и

(6)Pid^PUii' ● ‘ Pi

(эквивалентное условие — не существует подмножества I вершин графа
А такого, что р,-,- = 0 при г 6 /, Н /).
Обозначим

(с учетом через Fi{t) функцию распределения времени поездки
дольче на ожидание транспорта) на работу го из вершины U Ис-

свойства пуассоновских потоков, можно показать (см. Приложе-
лие),чтоА(0 являются решением системы

t

~ 3 5 ^’з(^Pi{t) (7)при i Ф г‘о.s)dFj{s)
i€r,
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Здесь
0,i<0,

^io(0 =О, t Xij

прп (Tij- время проезда no (г, ;■)).1 —^ гз

(Очевидно, что тем салшм Fi{t) зависят от р.)
Из какого же условия можно определить распределение р, которое ес

тественно было бы считать прогнозом поведения пассажиров?
Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим сначала более простую си

туацию: пусть два пункта А ^ В соединены к маршрутами, а времена про
езда T’l, . . . , Tji по нпм случайные, вообще говоря, зависимые величины с
совместной фушщпей распределения F{t\y ● ● ● ● Предположим, что пас-нпче-сажир, который начинает совершать ежедневные поездки, не знает
го о маршрутах, а имеет лишь некоторые предварительные оценки
ГI (0),.. ., Гк (0) затрат времени на этих маршрутах. Естественно считать,
что он выберет прп первой поездке маршрут t(l) татуой, что Ti(i){0)
= min Ti (0) (если таких индексов будет несколько, пассажир выберет

равновероятно один из них). Пусть, соверш]го эту поездку, пассажир за
менит оценку Гг(1){0) случайной реализацией времени проезда T^d), а все
прочие оценки оставит без изменения. В следующую свою поездку пас
сажир выберет маршрут, пользуясь теперь уже измененной шкалой оце-

Спрашивается, каково предельное прп неограниченно возра-
значение Pi вероятности того, что пассажир при

i-M маршрутом? Эту задачу легко сфор-

нок, и т. д.
стающем: числе поездок
очередной доездке воспользуется
мулировать чисто математически. ^ ^ ^ ^

Отает такой; обозначим через Fi(t) функцию распределения велхгчины

.,^,..4+°®)* Введем фyш^цию
г

ясно , что Fi{t) = F{-)r°^y ’
h

естественно

л  ПГ.ЧЯВПСИМЫХ слушанных величпн ii,
функцию распределения незавпс

ировать как совме

(j)) g ^ ^
с функциями распределения га*) следующее:

стную

■ных предположениях относительно * v » /

Т,;

интерпрет

+0О

р, = Вер[Г= min Г]= S йГа*)П (1-Г4*-0)). (8)
афгО

С вероятностью, равной вероятности
(Пассткир использует но вынужденный при каждой поезд-
того , НТО этот маршрут кра™ишп понять, кто затраты вре-

выбирать ровно один маР^„„я независптши.)
менп па разных маршрутах не Обозначим через Us слу-

Вернемся снова к на , j дд вершины i, если маршрут сначала
чайное время поездки иа работу о, ^ попадания в вершину J
идет детерхшннрованно Р ^щбдрается случайно в соответствии с рас

°«>‘i—г.,-™
распределений Fij(t) и Fj{t), т. е.

При этом случайные величины йд / б являются, вообще
впси^ымн. Утатывая изложенную выше простую схему адаптации пасса-

ке

-s)dFj{s).
о
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шира, определим фун1щии (функции G непрерывны)
00

= I dGi^{t) П (1 — (9)
s€r^\j

(Д-^(р) = Bep[Fij = шш где — случайные величппы, пезавпспмые

о

ser.

для разных индексов /, с функциями распределения Gij (0).
Определение 2. Допустимое распределение = {рг/} называется

равновесным, если Pij^ = faip^) Для всех индексов г, /GA, ъфк. (Не
сколько неточно: распределение равновесно, если для любой вершины вс-
роятность использования любого возможного направления (г, /) равпа ве
роятности того, что это направление является наилучшим.)

Теорема 2. Равновесное распределение р^ существует {при этоу>
> О для всех i, /).
Предложенная модель допускает обобщение на случай ограниченной

еш\ости транспортных единиц. В этом случае введенные выше числа Aij
естественно рассматривать как интенсивности пуассоновских потоков по
садочных мест. Если Я и ^
пассажиров, то при Я Z> ^
функция распределения времени ожидания есть 1 — отъезжаюище
пассажиры образуют пуассоновский поток с интенсивностью х, т. е^.
все происходит так, как будто имеет место рассмотренный выше случай
неограниченной е^шостп транспортных единиц, но поступающих теперь

интенсивностью Я — Это позволяет сформулировать модель сле-

- интенсивности потоков посадочных мест и
в установившемся режиме (см. Приложение)

уже с
дующим образом.

Пусть в вершины графа поступают извне пуассоновские потоки пасса
жиров (поток пассаяшров Я-го типа в вершину i с интенсивностью Цг'’).
Предположим для простоты формулировки, что > О при всех i и /с,

к. В установившемся режиме интенсивности Xijf^ {хц^ — параметр
пуассоновского потока пассажиров к-то типа, использующих ребро (i, )))
будут удовлетворять системе уравнений

(10)Л
О  Xij <С Xij при i -ф к.о »

i6r,.

Определим числа рц^ ^ j 2 7 б Fi, i ф к.
s6rj

функции распределения Fi^{t) (7с —тип потока) будут решением систе
мы, аналогичной системе (7), с заменой рц на рг/(Х), где Fij{t) = О при

Fi^[t) = 1 — при

Тогда

= S ■л
Xij

Легко сформулировать и соответствующее определение равновесного
пассажиропотока. Таким образом, как и в определении 1, лш учитываем,
что при выборе частоты использования того пли иного направления,
каждый пассажир ориентируется на временные (в данном случае веро
ятностные) характеристики ребер, определяемые поведением всей осталь
ной массы пассажиров. Используя доказательство теоремы 2, нетрудно
сформулировать условие на исходные данные, достаточное для существо
вания этого потока. Но оно, по-видимому, слишком ограничительно.  Пам
кажется, что для существования равновесного потока достаточно только
одного, чтобы множество допустимых потоков, т. е. потоков, удовлетво-

^^граничениям (10), было непусто. К со^каленпю, мы не распола
гаем доказательством этого утверждения.
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В описанных моделях общим является предположение  о том, что
единственным фактором, определяющим поведение пассажиров, являются
затраты времсн1[. Это предположение, по-видимому, наиболее естественно
тогда, когда pe^u> пдет о трудовых поездках. Но и  в этом случае поьшмо
затрат времени на выбор маргпрута влияют такие факторы, как удобства
проезда, чпсло пересадок и т. д. Частшшо эти факторы могут быть учтены
в наших моделях; время ожидания может зависеть от нагрузки, пересад
кам могут быть сопоставлены дополнительные ребра. Но все-тагчИ стре
миться свести все многообразие действующих факторов к одному — об-
шим затратам времени — было бы, как нам кажется,  с одной стороны,
неестественным, а с другой — потребовало бы слишком много исходной
информации, не вознаградив нас за это возросшей точностью.

В предлагаемой нпже модели мы используем пдею Г. В. Шелейховско-
го, прпмепепиую им в задаче определения естественного расселения
городе (см., например, [3, 4]) *. Именно, предположим,
фактором, влияющим на выбор маршрута, являются затраты времени, а
все прочие факторы составляют, так сказать, «шумовой фон». Точнее,
будем считать, что в среднем (в широком с:»1ысле слова) при возможности
выбрать маршрут с любой длительностью поездки распределенпе пасса
жиров по дальности маршрута t описывается некоторой заданной функ-

Конечно, для определения такой функции,

в
что основным

+0О

цпей ф(;) > О, J (p{t)dt= 1.

необходимой для прогноза пассажиропотока в проектируемой сети, тре
буются статистические обследования пассажирских потоков в существую
щей городской сети**. Что касается остальных пс.ходных данных, то бу
дем считать заданными временные длины ребер и нагрузки на сеть Цг*.

Пренебрегая зависимостью затрат времени от нагрузки, можно в этой
■модели рассматривать потоки разных типов изолированно*’*.

Итак, рассмотрим поток пассажиров некоторого фиксированного
(типа io). Как и в описанной выше вероятностной модели, поведение пас
сажиров будем задавать вероятностями pij\ при этом в духе законов
больших чисел будем отождествлять числа рц с пропорциями, в которых
общий поток пассажиров, прибывающих в i-io вершину, делится по па-
иравлепиям (ребрам), выходящим из нее. Обозначим через Ti среднее
врелгя проезда из t-й вершины в конечную io-'Ю вершину. Числа Ti явля-
.ются решением системы

типа

(И)
j-er,

Гго = 0,

п, следовательно, зависят от р. (Чтобы эта система имела решение, необ
ходимо и достаточно выполнения условия (6). Естественно предположить,
что пассажир, выбирающий в вершине i продолжение поездки, маршруту,
состоящему пз ребра (i, /), / б Гг, и из ребер, выбираемых после попада
ния в вершину / в соответствии с заданным распределением р, припишет
времеииую оценку t^j{p) = Используя введенную ранее плот-

дальности ф(0 и исходя пз самого определениякость распределения по

* Модель, близкую до подходу к описываемой модели, параллельно с нами раз
рабатывала также И. П. Воронцова.

Подобные обследования проводятся в Лепппградо объединением Лепэлектроп-* *
маш.* ** Это допущение представляется естествеппым, поскольку в данном случае ре^ь
пдет о расчете пассалшропотока в проектируемой сети, который и определяет ыеоо-
ходимьтй объем транспортных средств. Модель допускает учет этой зависимости.
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чисел pij, мы должны иметь, с другой стороны, что

(12)
s6r,

Приходим, таким образом, к следующему определешпо.
Определение 3. Распределение р® = {рг ^г° (Тг^ — решение-

системы (11) при pij = Pij^) называется равновесным, если оно удовле
творяет условшо (12).

Теорема 3. Пусть <p(f) непрерывная, монотонно убывающая функция t..
Тогда существует равновесное в смысле определения  3 распределение р^.

Несколько усложнив эту модель, можно частично учесть, что на выбор
дальнейшего маршрута влияет ун^е затраченное время. Обозначим через

интенсивность полного потока пассажиров, прибывающих в вершину i.
Ясно, что числа Пг являются решением системы, лишь обозыачеппями от
личающейся от системы (1)

Hi = |Лг + 2 Pji, (13)|Лг = РгЧ

Пусть /(р) — множество вершин графа, в которых Пг  > 0. Рассмотрим
величины Ti, i G -^(р), являющиеся решением системы

П;Р;г’2 (14)[Т i6/(з+Vil p).
Пг

j6rj->n/(p)

Легко понять, что Т{ — средние затраты времени, необходимые для.
попадания в промежуточную i-ю вершину. В таком случае направлению-
(i, /), i б / (р) можно сопоставить временную оценку

tij = Ti-\- Xij + Тj.
Определение 3'. Распределение р° = {pij®} называется равновес

ным, если при i б 1{р^)

(15)

Pif^4>{tij) I 2 Ф(^is) tij =

где Tj^ — решение уравиепий (11), (13), (14) при  р = р°.
Теорема 3'. При выполнении условий теоремы 3 существует равновес

ное в смысле определения 3' распределение р®, Ti^, Тг®, Пг°.
При известном равновесном распределении интерес представляет так-

различные виды транспорта. Предло-же и то, какая нагрузка ложится на
женный способ описания пассажиропотоков в сети позволяет решить
следующую задачу: пусть выделено некоторое подмножество А ребер
графа, тогда можно определить Ха — интенсивность потока пассажиров,
репгавшпх впервые за поездку воспользоваться ребром из множества А.
Действительно, пусть Hi — интенсивность потока пассажиров, прибываю
щих в г-ю вершину, пи разу пе воспользовавшихся ребром из миожества
А до попадания в нее. Ясно что

Hi = pi -{- 2 (16)(7, i)M-г,

эбГ^-'чг'о

В таком случае

т(i,/)6 л.2 П/Рг'ЬХа =

(i,j)6A
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Эта модель была использована нами для расчета двух вариантов про
екта развития транспортной сети Ленинграда, разработанных в архитек
турно-планировочной мастерской № 1 института Ленпроект (для тех же
нун^д два более ранних варианта сети были обсчитаны И. П. Воронцовой).
Сеть представляла собой симметричный граф, содержащий свыше 1800
ориентированных ребер и около 400 вершин, для 60 из них была задана
матрица 60 X 60 интенсивностей Заданы такн<е временные длины ре
бер Hij. Кроме того, все лшожество ребер было разбито на четыре подьшо-
жества по видам транспорта.

В качестве <p(i) взято положительное нормальное распределение
ф(^) = где параметр а определен из условия, пред*чоженного про¬
ектантами, требующего, чтобы при разности в длинах двух маршрутов, не
меньшей 10 лган., более коротким маршрутом пользовалось бы не менее
90% пассажиров (максимальная дальность трудовых поездок по проекту
около 60 мин.).

Въ[»шсление равновесного потока велось по итеративной схеме, отдель
но для каждого места работы. Пусть фиксировано место работы г‘о. В ка
честве начального приближения выбирались потоки, соответствующие
кратчайшим маршрутам, которые строились при помощи алгоритма Фор
да. Итеративный шаг состоит в следующем: пусть нам известно г-е при
ближение pif и соответствующее ему решение системы (11), (13), (14)
ТП/ и новые значения вычисляются так:

= (1—Vr)Pi/ + vvpJ\
нч

Pij
где

''Н-1
Pij = tif = Гг’’ + Tij + Tf;и

s6r^

(И), (13), (14)по найденным находим опять решение системы
и т. д. Счет продолжается до тех пор, пока с требуемой степенью точно-

не совпадет с pif. Интересно отметить, что удовлетворительную
мо¬

сти

скорость сходимости этого процесса обеспечивает последовательность
нотопно возрастающих Vr, папример, vj = 2"®, . . . , vs = 2“^ -V6 = ● ●
. . . = 1. Такая динамика Vr дает возможность плавно перейти от потоков
по кратчайшим маршрутам к равновесному потоку. Остановим(Щ _

(11), (13), (14) при заданных pij. Структура
порядок делают естественным применение ре-

что эффективность этого метода
нашей терьпт-

зна-

псе на решении системы
уравнении и их высокий
лаксациоппои схемы. Хорошо известно,
сущестпеыпо зависит от порядка нумерации переменных, в
иологии от порядка нумерации вершин. Поскольку промежуточные
чения pif достаточно близки к pij, отвечающим кратчайшим маршрут ’
физичеС1ШЙ смысл переменных и П подсказывает, что при
ппи Т наиболее естественно занумеровать вершины так,^ что если
пибудь вершина Zj является промежуточной для кратчайшего маршрУ
из некоторой вершины к в io, то ее номер меньше, чем номер вершины г:ь
а при определении Г и П целесообразна обратная нумерация.
такой нумерации достигается незначительным усложнением алгор
Форда поиска кратчайших маршрутов. Использование такой нумера
позволило примерно в три раза сократить время решения этих систем п
сравнению с исходной нумерацией, выданной проектантами. (Разумеете ,
описанная выше целесообразная нумерация существенно зависит от того,
какая вершина объявлена местом работы.) После нахождения равновес
ного распределения pif для определения нагрузок на различные виды

системы вида (16). Время полного просчета длятранспорта решались



752 Б, Г. ПИТТЕЛЬ. В. П. ФЕДОРОВ

ОДНОГО места работы на машине «Минск-2» составляло приблизительно
10—12 мин.

В заключение вырая^аем благодарность М. А. Ппиру, А. Г. Дынкпиу,
Н. С. Пальчш<ову и И. П. Воронцовой.

Приложение
Доказательство теоремы 1. (Это доказательство близко

своей идее к доказательству обш;еи теоремы Вальда  о равновесии эконо
мической системы [5].)

Приведем без доказательства следующее простое утверждение, которое
потребуется нам ниже.

Лемма 1. Пусть поток {xijh} обладает следующим свойством: для лю
бого индекса к не найдется последовательности вершин

такой, что >0, . . .,4^

по

h,
Тогдаis 1-1

Xij'^ = max 3 |Tm”. (18)
n

тФп

Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 1. Обозначим че
рез К выпуклый многогранник в пространстве переменных X = »
удовлетворяющих условиям сохранения (18) и неотрицательных, а через
Ко — множество, определяемое так:

Ко={Х/ХеК и

Ясно, что Ко ограниченный, замкнутый, выпуклый многограннш<. (Не-
пустота К я Ко вытекает из связности графа.) Определим точечно-лпю-
жественпое отображение / многограыиш^а Kq в себя

ye/(Z), ХбАо, если УбА и S т.-ДХ) = min 3 (Х)2;^, где
zQ к(г (.;> г,з)

— V 7/- .ft

h^i

Очевидно, прежде всего, что f{X) выпуклое, залшпутое подмножество К.
Далее, любой поток У из / (А) удовлетворяет условию леммы 1 (если бы в
противном случае нашелся индекс ко и зашшутый контур ii,. ● ● i та-

то условия j/i/= при (г, /, к) ф (is-ь *о),

У,ZJZij =
ЬФг

ko
кой, ЧТО Vi

к
— е,

бы допустимый

е = тш Hi -S при {i, /, к) = (г , и, ко) определили S—1 5—1

ПОТОК, Причем

3  3
и.}) (ij)

и  ̂ >0, что невозможно). Но тогда согласно этой лемме
Используя непрерыв-

нетрудно доказать также, что это отображение
(ее KOKQ-^IT^ сверху. Применяя теорему Какутани о неподвпншоп точке
стимыГпо™Гх"^Г/“- “ [В]), получим, что существует допу-

-Л

по-

. G Ло сз Л, такой, что

mm 2 = 2 ..оX I] ●

<<J‘) O'.j)
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Требуемое в определении 1 условие равновесности потока оказывается
теперь не чем иным, как условием дополняющей нежесткостп, поскольку

могут быть истолкованы как оптимальное решенпе задачи «мак-

i=^h
При ограниченияхсилгазировать

i ф у б Г,-, Th^ = О», двойственной задаче «минимизировать
OJ)

по X 6 К».
Перейдем теперь к вероятностной ыоделп.
Вывод уравнений (7). Уточняя вероятностную схему, укажем

сразу, что мы предполагаем наличие некоторого фш^спрованного момента
времен]! io, с которого начинается «генерпрование» потоков посадочных
мест на каждом из ребер. Пусть ti '^ to — момент начала поездки пасса
жира пз г-й вершины {i=?^ io), а —фушщия распределения време¬
ни всей поездки (вероятность того, что время поездки будет ме^ше пли
равно t). Введем обозначения: символ Ki означает некоторый фиксп!^
ванный маршрут {i, /i, /2, го) пз вершины i в вершину го (сре и
вершин г, isy 1 ^ S, 5 ^ v могут быть одинаковые); очевидно, что рк
вероятность выбора этого маршрута вычисляется так:

(19)
Рк FijiUhii ● ■ ● pjy,

(при выполнении условия (6) 3 функция распреде
A'j. ■ -!!г]

леиия временной длины этого маршрута. Будем иметь тогда

к.

Свойством, выделяющим пуассоновский поток событии (в даням ●
чае событие ^ это появление на остановке транспортной единицы) ^ Р
чих потоков с неэкспоненцпальным распределением интервала
бытиями, является пезавпсимость событвд «появление
в фиксироваппом интервале [а, Ь]» от событии,^ связанных с
цесса до момента времени а. Используя

обслуживающих разные ребра, нетрудно показать,
распределений i^iji(n>

частности, Fjr. (i), а следовательно

зависимость потоков,
что (t) является сверткой

{Fij{t) определены в (7)). Поэтому, в

, F-^uiO^

и F\' (г) не зависят от (ниже индекс ti опускается). Пусть
-hoo

“ГОС

А(г)= 5 c-“dFi{i),

действительное преобразование Лапласа ’
Fij{t); тогда, поскольку /’кг(0 “ Fxj,{t), . .. , jvi»( )?

(20)
fi{z) = 2 PK^{fihi^)^j62{^) * ● ● /j\,io(2)) ●

K'i

Используя (19). (20), легко увидеть, что функции fi{z) являются ре¬
шением системы

(21)fi{z) = Spo[/^j(2)/;(2)L /ia(2)= 1 го.при I
ier,

математические методы, JSj 58 Экоиомина и
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Но ЭТО В силу свойств дреобразоваппя Лапласа и означает, что функ
ции (О являются решением системы (7).

О соотношении (8). Ограничимся для простоты случаем к —2.
Пусть функция F{ti,tz) такова, что функции Fi{t)  = F{t,~\-oo), Fzit) =
= F(+oo, t) — непрерывны п ^г(^) 1 при всех t (какое бы t ни взять,
существует ненулевая вероятность того, что время проезда на i-M марш
руте превзойдет t, ъ = 1, 2). Описанной схеме обучеипя адекватна следую
щая простая математическая модель: задана последовательность случай
ных величин f2(l)), ● ● ● ^2(тг)), . . . , независимых для
разных индексов п, причем Ti{n), Т2{п) имеют совместную функцию рас
пределения F{ti, t2). Заданы числа T’i(O), T^iO). Дшгампка измепеппя вре
менных оценок Ti{n), п = 1, . . . , i = 1, 2, такова: прп т? = 1, 2, . .
Ti{n) = Т\ (тг), если Ti{n — 1) сТ2{п~ 1) или — 1) = Т2(п — 1),
но случайный выбор пал на первый маршрут; Ti(n) = Ti{n — 1), если
T^{n~i) > Т2{п — i) пли Ti{n — 1) = T2{n — i), но случайный выбор
пал на второй маршрут; аналогичные формулы имеют место и для Т2{п).
Очевидно, что величины Ti{n), Т2{п) не зависят от (Т±{к), Т2{к)), к =
— 0,1, . . . , д — 1. Пусть F^(ti, i2), Fi^(t),Fz^{t)  — функции распределе
ния {Ti {п), Tzin)), Ti(n), Tzin). Тогда будем иметь

● ?

tz) = Bep[Ti(7z + 1)< h, Tz{n
=: Р1’^Вер[^1(7г + 1) ^ tuTzin) ^ ̂ 2] + Вер [Т^{п)

^2(^ + 1) ^^2] = Vi-^F,{t,)F2^{tz) ^P2-^F,-^{t,)F2{tz).

Здесь

= Вер [Ti{n) < Tz{n)] + VoBep [T,{n) = Tz{n)]
= 1 — Pi

Pi
n

= 0,1, . .n ● 7

(22)
и

0, tCTi{Q),
Fi4t) =

1, t^TiiO).

Используя непрерывность Fi{t). Fzit), нетрудно убедиться, что прп
n^i Вер [Ti{n) := Tzin)] = О, так что прп n^i Вер[Гг(?г) =
= min Tj{n) ]

3=i. 2
Дг^. Согласно (22)

n-fl (О + (1 - (ОFi
или

п+1 п = о, i, . .{i)-Fi{t) = {i-pi«){Fi^{t)-Fi{t}), *=1.2,

lim Fi^{t)=^Pi{t]+

Fi ●  >

T. e. существует

n^>-oo

n—1

(23)= lim П (1pi
●cc

Очевидно, что по крайней мере одно из чисел рь р2 должно быть ну
лем. В сочетании с условием Fi(t) <С 1 нрп всех i  и форь^лои (22) от
сюда следует, что на сомом деле pi = р2 “ 0. Согласно (22), получим
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окончательно
5  ̂̂ 2(^2)lim Piп

п-»к»

ЧТО п требовалось.
Доказательство теоремы 2. Пусть распределение р = {pij}

допустимо, т. е. удовлетворяет условию (6) (^ffloжecтвo допустимых рас
пределений р будем обозначать символом (?о); тогда определены

S Ра' =

величи-

т. е.
ны Pij' = jij{p) (см. (9)), причем ясно, что рц'  ^ О и

р' 6 Р. Однако на путп применения принципа пеподвпяшои точки лежит
весьма существенная трудность, состоящая в том, что Qo, вообще говоря,
собственное подмножество Р, так что наше отображение не определено
на всем Р. Но мы покажем сейчас, что тем не менее из мыогограпппка Р
можно выделить его подмножество Ро, являющееся выпуклым, залшну-
тьш многогранником, таким, что Ро с= Qo, который остается инвариантным
прп этом отображеппи.

Прежде всего, пусть р = {рц} 6 Qo- Поскольку

t

TO

0

X = max Xij.
i-Gij{t)^i i- j-

Отсюда
+ОЭ+00

G.»(i))> 5 dGii{t)e-^-‘>0, (24)
О

ребер в графе, плп (Gij(i) — свертка Ptj(i),

ser^sj
Pij' — fij{p)— F- (^

0

где Zo = mX, m — чпсло

(25)
' ^ /ij(2o)/j(P« 2o), /io(P»^o)—Pij

ГЯО f (n zn\  ппеобоазованпя Лапласа функций Fij{t),Fj{t) прт
2 = Zo (указывстя в чпсле аргументов функции
киваем, что как Fj{t), так и ее преобразование Лапласа только
оборот, поскольку далее преобразования Лапласа ар_
при Z = Zo, то ниже для простоты записи^ будем ука
гумент). Из формулы (24) следует, что р t (^о- „ ттлямиожества

Разобьем вершины графа на непересекающие^ ^ подмножедва
 определив их так: ®"Р”Хр‘и не Тущютвует маршрута

ществует маршрут “/з^^еть, что если’^: 6 s > 2. то Г,Пс меньшим числом
П ^s—i ^ л.

(25) при i б h ри! ^ б, 5 == min fa-Итак, пусть р б (?о; согласно

В таком случае мноячество

Q^= {р / р б Qo, РНо ^ б при i б /i},

отображении (более коротко
-  = Zo, будемприпадлея^ащее Qo, пнварпаптпо при нашем /94ч z

f{Q^) c^Qi). Помимо этого, используя уравнения (21) при z 8*
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иметь, что если р б то при i б /i

(26)

(преобразование Лапласа от функции распределения положительно).
Пусть уже построены множества Qu . . . ,Qr, 1 ^ г  С /с, такие, что <^о ^
го (2i (?2 ^ <?г, причем j{Qs) б (?s и

Qs= {р! Р^ <?.-!■ Ра ^ при i б Ts,i б /s-i},

и при p^Qs, i 6i/s, fi{p) ^ s = 1, . . ., г (vi = 1). Тогда, если p б (?
i6/r+i, / б/г, то, согласно (25) п определепшо Qr, pij'^ бб^^г = б^г+i.
Определим число Vr+i по формуле Vr+i = 2vr + 1 и введем множество

— (р / р б (?г, Ра ^ бУг+1 при i б /г+1, / б 1г).Q r+i

Тогда в силу указанной оценки снизу для p,j' (г б 1г+и } б /г) п инва
риантности Qr, Qr+i. также инвариантно. При этом аналогично оценке (26)
получим (Г{ П-^г ^ А при i6/r+l) для i6/r+l /г(р)  ^ ббУг+1б2'’г =

На А:-м шаге этого построения {к — общее число подмножеств Is) при
дем к лгаожеству Q.k, такому, что f{Qh) б Qh. Согласно определенпю Qh
Qh = Qo(]Po, Ро = {p/p 6^Pij > б^« при i б/s,/б/s-i, 5 = 1, . .. , А:}.

Легко понять теперь, что поскольку каждая вершина графа входит в
одно пз множеств /i, . . . , Ik, то Ро содержит только допустимые распре
деления р, т. е. Ро CZ ^0 и = Ро. Непрерывность отображения / на мно
жестве Ро следует из стандартных соображений. Для завершения доказа
тельства
точке.

теоремы остается сослаться на теорему Брауэра о неподвижной

О функции распределения времени ожидания при
емкости транспортных единиц. Пустьограниченной

функция распределения длины интервала между поступлениями посадоч-
есть B{t), а функция распределения длины интервала между

поступлениями пассажиров есть А{1). Нетрудно убедиться, что если
5(/) =1 — e~^^, то задача об образовании очередп пассажиров эквива-

простейшей задаче теории массового обслуживания с соответст-
вуюпцгм потоком требований и экспоненциальным законом обслуживания
(если пассажира, стоящего в очереди первым, интерпретировать как тре
бование, находящееся в обслуживании). Отсюда следует, в частности, что
если A{t) =1
щих пассажиров также является
функция распределения времени ожидания пассажиром посадочного ме-

— имеет вид F{i) = 1 ~ (Отметим, что в работах [7, 8] ис¬
следуется случай, когда поток требований пуассоновский, а моменты мгно
венного обслуживания (в пашей тергапологии моменты прибытия поса-

мест) образуют произвольный рекуррентный поток.)
3. По своей основной идее доказа-

ных мест

лентна

X <С к, то в стационарном режиме поток отъезжаю-
пуассоновским с параметром а:, аF(i) —

ста

дочных
Доказательствотеоремы

тельство этой теоремы близко к доказательству теоремы 2. Пусть р
пустимое распределение. Тогда определены числа

до-

(27)Pi/ =

р' б Р. Будем для краткостипричем Pi/ ^ 0,S Pi/ = вместот. е.
jfr, . .

формулы (27) писать р' = <^{p). Любой вершине ъ lo можно сопоста
вить вершину из множества Гг (ее номер обозначим через /(г, р)), такую,
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ЧТО

^Ki.P){P) + [^j(P) +
36 Г.

Из уравнешш (11) следует, что

^г(р) ^ ̂ 3(.i,P){p) р) = iij{i,P)ip)’ (28)

Рассуждение, обычное для метода потенциалов в транспортной задаче
линейного программирования, показывает, что не существует замкнутого
контура ii,.. . , in, ij = is^io, в котором h = j {ii, p), ● ● - , in =
= ]{in-i,p). Это значит, что для каждой вершины графа i=7^io можно
указать последовательность вершпн такую, что ii =  } {i, р) ■
.. . , ir — j{ir-i,p), io = j{ir,p). Кроме того, в силу монотонности cp(i) и
формул пересчета (27)

1
(29)у = тах| Гг 1-

Y

Назовем множество Л ребер графа допустимым, вели для любой вехь
можио указать маршрут (i, ii, . .., U, h), ДЛЯ которогомножеств

. ,Рк

шипы
(ir, io) с: Л. Ясно, что различных допустимых

конечное число, обозначим его буквой к. Введем подмножества i, ● ●
многогранника Р

— при
Y  ̂в=^\^р/р

Р

очевидно, что каждое множество Ps — непустой, выпуклый
многогранник, все точки которого являются допустпмьпга ра пр д * „
ми. Обозначим через Ро многогранник, являющийся
многогранников Pi,...,Ph. Нетрудно убедиться, что все точк ‘
многогранника допустимы; вследствие этого отображение <р гг,
на Ро. При этом, согласно установленным выше свойствам отображения Ф

h

ф(Ро)б и Рз^Ро-
5=1

теореме 2, следует теперь из тео-Существование равиовеспя, как и в
ремы Брауэра о неподвижной точке.

На доказательстве теоремы 3^ мы позволим
исключением некоторых технических

себе не

поскольку оно за

останавливаться,
моментов то же

самое.
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