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Бло'шые алгоритмы математического программирования играют в на
стоящее время двоякую роль. G одной стороны, как вычислительные
горитмы, они позволяют свести решение задачи с большим числом пере
менных и ограничений к решению последовательности задач меньшей
размерности. С другой стороны, они рассматриваются рядом авторов
[1—5J Б качестве моделей процессов плашгрованпя.

ал-

I. ОПИСАНИЕ АЛГОРИТМОВ

Рассмотрим задачу математического программирования

ср(а:) = а: 6 G Пшах, (1)

Xh,..., х„г) б Xh б к= 1,
=  А(х) ^d}, Q = QiXQ2X...XQm, «ЗйсЯЧ Л^-^-мер-
ное евклидово пространство; ф(а:)—вогнутая (выпуклая вверх) фун1«
ПИЯ, определенная на А(х) — вогнутая вектор-функция, отображаю
щая в Л’^; d — т-мерный вектор; Qh — залпшутые выпуклые множе¬
ства.

X = (xi, . .где ● I

Обозначим через х" = (a:i*,. .., Xk*, Хт*) решение задачи (1) и
положим

ф* = ф(а:’)= max ф(а;).
хбоПо

При описании алгоритмов выделим иа произвольном s-м шаге задачи
«центра» и задачи «блоков». Каждый шаг алгоритма начинается с ре
шения задачи «центра».

1°. Как известно, впервые
работал Данцигом и Вулфом для линейного случая. Ими же предложено
обобщение этого метода для выпуклых задач [1]. Однако обобщенный
метод позволяет использовать специфику задачи (1) лишь при условии

метод блочного программирования был раз-

m

(2)ф(л;) = 2'ФИ^0-

Близкий по идее метод для задач более специального вида, пежели
(1), не предполагающий выполнимость условия (2), разработай Малепво
[4]. Предлагаемый ниже алгоритм представляет собой некоторое разви
тие идей, изложенных в [1] и [4].

Вычисления на s-m шаге алгоритма производятся в следующей после
довательности.

5  Экономика и математические методы, ^6 G

L
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А, Задаш! «центра»,

max,ф(^) а; G G П

Пусть гс^ — решенпе этой задачи. Определяем р® G
. . . , Pk^ ...у Рт^) из условии

(р% X — X®) ^ О (3)для всех X 6 L^,

для всех X 6 Q'“,(р®, X — а:®) ^ О (4)

11р®!1 = 1, llp^ll = 1, (5)

где L® = G П (л:: ф(а:) ^ qp(^®)}, р® — проекция р-^ на /?® — /?®
нешюе многообразие минимальной размерности, содержащее Q^.

В. Задачи «блоков».

ли-

^h) Xk G Qh.

решение задачи fc-го блока па s-м шаге и а;® = (a:i®, . ..

max,

Пусть Xh^
. . ., a;/t®, . .., Хщ^').

Сформулируем теорему о сходимости алгоритма.
Теорема 1. Пусть а:° G G П ф(^с) — вогнутая функция, Qy G — замк

нутые выпуклые мнооюества, Q ограничено, G® П — внутрен¬
ность G). Тогда в методе А — 5ф(^®)

Доказательство этой теоремы приве
Ф* при S —> со.

дено в приложении.
Условия (3) и (4) означают, что вектор р® является опорным ко лшо-

жеству X®, а вектор —р® — опорным ко множеству Q^. В частности, из (3)
следует, что вектор р® имеет вид

(6)р® = Л' (.т®) 5® -|- ф' (а:®) а®,

где д® — неотрицательный т-мерный вектор, (/1 (.т®) — d, g®) =0; а® —
неотрицательное число; а® + Цд®|| 0; ф'(х®) — опорный вектор к функ
ции ф(а:) в точке х®; А'{х^) —матрица, столбцы которой являются опор
ными векторами к соответствующим компонентам вектор-функции А (а:)
в точке X® (опорная матрица).

Очевидно, что если а® = 1 и д® — вектор множителей Лагранжа в за
даче А, то равенство (6) задает вектор р®, удовлетворяющий условиям
(3) и (4).

Если векторы Xk имеют одинаковую размерность и ф(а;), А{х) зависят
т

h=l

9° ^ случаю сводится задача, рассматривавшаяся в [4].
Z . Метод 1® основан на аппроксимации множеств Qu «изнутри».

Нижеследующий метод использует аппроксимацию множеств Qh «снару
жи», в этом смысле он близок методу секущих плоскостей Келли [6],
по в окчичпе от пего применим при любом способе задания множеств Qu-

А. Задача «центра».

лишь от как следует из (6), р^® = р/, к, г = 1, . . т\ S ~то, ● ?

(7)Ф(а:) шах,

● ● 5 Хщ^)(ж1®, . .х^
Xh’^y .● >

— а:*) ^ 0}, i — 1> 2,.. ., sж*,
решение этой задачи.

* Можно
. . . ,

где = <^*0.полагать — (?i« X .. . X (?л* X . . . X Qm‘,также
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В. Задачи «блоков».

(8)Xk б Qh.

Xk^ — решенпе к~и задачи; = (xi®,..., Xk^,.. ., ●
Теорема 2. Пусть функция ср непрерывна, множества  G и Q замнкуты,

мноо1сество Q выпукло, множество S = {х: х Q G, ф(ж) ^ ф*} ограничено.
Тогда любая предельная точка последовательности принадлежит Q и
ф(х®) ->ф* при 3^00. Доказательство теоремы 2 приведено в приложе
нии.

3°. В дальнейшем предполагается, что
»71

(9)
h=l

где Ah — вогнутые вектор-функцпп.
Представим исходную зада^гу (1) в эквивалентном виде

ф(а;) = ф(а;1, . . ., агй, . .., Хт) max,
m

xeV{h)
k=i

(10)h = {hi, . . . , hh, ..., hm) 6 H, где {h — тт) — мерный вектор;

V(h) = 7i(fei) X...X Yk{hk) X...X F„(A»);

Vh(ht) = {жй 6 Д'«, ^ Йй, Xk^Qh}',
Я = Я, X . . . X Яй X . .. X Я„.; Яй = {Йй б R\ П(Ай) Ф Ф}-

Следует выделить две идеи построенпя блочных методов, основанных
па представлении исходной задачи в виде (Ю). Первая из них, неодно
кратно предлагавшаяся для решения блочных задач линейного програм-
^шpoвaния, состоит в использовании множителей Лагранжа для органи
зации процесса градиентного спуска [7, 8]. Вторая идея состоит в све-

использовании алгоритмовдении задачи к некоторой выпуклой игре и
решения игр [3, 9].

m

Ниже для этого случая при-Предположим, что ф(п:) = 2
k=i

водится один из вариантов градиентного метода блочного программиро
вания.

А. Задача «центра».

—  + Ys-iV-i — ДЦ2-^тах,

Обозначим через 7г® решение этой задачи, а через
удовлетворяюш;1пк условпям

2 квН.
— любой вектор,

|/г: 2 8 = 0,1,2,... ;Яо,/г^б

s=i, 2, .. * 1

где Я° — внутренность Я, 8s > 0,
СОСО

YsIlVllо оо.
5=15=1

5*
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в. Задачи «блоков».

Через обозначим седловую тошсу функции Лагранжа

Fh^{xh, k" h) == Фй(хь) — {kh, Ak(xh) — hk^)

при kk < О, а:й G Qk, V = (^i^,..., kh^ . .., km^).
Так как G то лшожесгво множителей Лаыграижа Ял«

ет со множеством
.= шах Фй(хь)

женный алгоритм лишь незначительно отличается от результата непо
средственного применения метода, разработанного в [10—12] к следую
щей задаче, эквивалентной (10)

Xk G Vk{h]i^).max,

совпада-
опорных фушщионалов к функции fh{hu) =

в точке hk = hji^ (см. приложение). Поэтому пзло-

ш т

2 2 /с = 1, 2, .. . , т.max,
Й=1

Если функции фА (а:й),

й=1

^й(а:й) Q цвогнуты лшожества
т

|л:2 К }лея замкнуты, выпуклы, ограничены, множество
й=1
т

j-fl Я® Ф ф, то в методе А~В (п. 3°) ф (д:^) —ф" прий=1

оо. Это утверждение можно доказать, слегка изменив рассуждения,
приведенные в [11].

Отметим, что проекция Ъ,^ вектора
{h‘. = d) имеет вид

S—1 на множество

.  т

- 2 ^Г’) .
h—i

^* = (^1“
%,.» = ЙГ+Y.-,(^r‘

мы «ичбргятт"? г Л ° полагать h” = %». в указанном выше методе
не сушргтнпт* точек множества Н, поскольку в них могут п
Ртрч^^Г ” Если исходная задача (1) явля-

линейного программирования, то эти предосторожности ока-
тхятт ^ излишними и Л10ЖН0 полагать Л® = Л^, Важный частный слу-

Я= {к: hk ^ о, к ~ 2, . . . , m} (задача распреде
ления ресурсов). В этом случае ” ■*как легко проверить.

{ + YS-1^ kk
s

|4ф2АГ)hhf— min-j о, hkj^ у7г{^^ S )}’
3  I l€u^»

(11)

—1

где Ла® — (Яа1®, ..., ЯAj^ .,., hkx^); \.
^  ilj 2, ..,, m}; Jihf ^ 0 при к G

дует, что TitT^ + ys-iki
4°. Основываясь

тод, не требующий предположения,

U

результатах [9

3—1

ys-X~
на

что

j^\ —мощность множества Ufcz
I  ̂ о при к G Uf. Отсюда сле-

при I G г G ЯJ®.'

], можно предлояшть блочный ме-
т

ф(^) = 2 фл(^а)*
й=1
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А. Задача «центра».
mm

s/^ея,max,
h=l

Пусть = (/г1®, — решение задачи центра; ~
= (pi®, . .., .. , ;7,n®) — onopHbiii вектор к функции cp(a:) в точке

-\-as{li^ — h^-^), p® = p®"* + as(F — s = \, 2, ..., где
д** — произвольиьп! вектор, = (/м®, ● ● ● » ● ● ● !  — произвольный

до 6 ЯО; Яо — внут-
ш

вектор, удовлетворяющи!! условиям

ренность Я; О ^ a,s <С 1,
/1=1

СО

2 «S = оо-as О,

В. Задачи «блоков».
(Ph^ Xh)    . X s = 0, 1, 2, . ..к = i, 2, ..., m;keVk{hh^)_
Через (.т®, Я®), s = о, 1, 2, . . . , обозначим седловую точку функции Лаг-

тах,

Л1

ранжа: S [ (Р'"^ - {U, Ak{xh) — при Ж 0, з:,, е Qk,

Д-1,2, . . .
Наконец, полагаем а;® —

+  , ДО = 7Л
Если множества Qh и {к: h б Я, = d} ограничены и начальный

вектор ДО существует, то алгоритм А — В имеет смысл.
Аналогично тому, как это делается в [9], можно свести псхо'дпую

дачу (10) к некоторой выпуклой игре так, что этот алгоритм оказывается
применением к игре процесса А из [9]. Поэтому при дополнительном
предположении о единственности решений задач А —  Я на каждом шаге
сходимость описанного процесса является непосредственным следствием
теоремы (!') из

II. ИНТЕРПРЕТАЦИЯ БЛОЧНЫХ АЛГОРИТМОВ КАК ПРОЦЕССОВ
ПЛАППРОВАШ1Я И УПРАВЛЕНИЯ

Рассмотрим систему, состоящую из лг + 1-го участника. Нулевого уча
стника назовем центром (центральным управляющим органом), остальных
т участников — блоками. Каждый Д-й блок характеризуется допустимым

Qfi векторов затрат-выпуска Xh (множеством производствен
ных возможностей). Значения отрицательных компонент векторов Xk опре
деляют количества икгредиептов, входящих в блок из других блоков или
из вне всей системы, а положительных — выходящих из него в другие
блоки или из системы. Возможность выбора векторов Xk в пределах множе
ства Qk соответствует реальной возможности варьировать собственные уп
равляемые параметры блока (формально не отраженные в исходной зада
че) . Такие параметры выбираются самим блоком и лсогут, например, зада
вать распределение ингредиентов между его подблоками.

Связи между блоками п ограничения, налагаемые иа систему внешней
средой, характеризуются множеством общих ограничений G = {х: А{х) >
^ d}. Связям могут соответствовать, например, балансовые ограниченртя

поставкам (количество ингредиента, выпускаемого Д-м блоком, не
суммарного количества этого ингредиента, получаемого остальны-

к= I
т.● ?

XS ^ +а:» =

за-

[9].

множеством

по
меньше
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мц блокадш от к-то). Общие ограничения отражают также ограипчеипость
ресурсов, поступающих в систехгу извне, а такн^е задания по выпуску ин
гредиентов, выходящих пз СИСТеЛП)!.

Задача центра состоит в том, чтобы получить максимальное значение
глобального критерия оптпмальностп ф (х) = ф (xi,..., а;*, . .. , Хщ), обеспе
чив прп этом выполнение общих ограничений; разумеется, локальные огра
ничения тоже должны выполняться, т. е. векторы а:* должны соответство
вать производственным возможностям блоков.

Предположим теперь, что в системе отсутствует математическое оппса-
нпе множества производственных возможностей:
только центру, но и самим блокам. Центр знает глобальный критерий опти-
мальностп и вид общих ограничений. Блокп же могут только отыскивать
допустимые векторы Xh затрат-выпуска, удовлетворяющие тем или иным
условиям. Осуществляется это, например, методом экспертных оценок или
путем экспериментирования на реальных объектах. Таким образом, в прин
ципе они могли бы описать каждый свое множество Qkj но на это требуется
слишком много времени и средств. Может ли центр так организовать об
мен информацией в системе, чтобы решить стоящую перед ним задачу в
ускоренном темпе и с экономией средств? Возможный путь решения этой
проблемы состоит в том, чтобы совместить процесс математического  опи
сания производственных возможностей блоков и процесс принятия реше
ния, надеясь не только на экономию времени, но и на то, что при этом не
потребуется знания всего множества лроизводственЕП.тх возможностей,

редпол^им далее, что центру удалось получить правильные ответы от
локов. При этих предположениях блочные алгоритмы математического

программирования указывают возможные пути решения сформулирован
ной проблемы. Каждый из них дает схему обмена информацией, исполь
зование которой позволяет
ного

оно неизвестно не

принципе приближаться к оптимуму глобаль-
критерпя, совмещая процесс оптимизации с процессом изучения си

стемы и не исследуя, вообще говоря,
возможностей каждого блока.

Рассмотрим, каким образом реализуется этот процесс,
санных выше алгоритмов.

^  ̂ Д®2тр на канщом шаге назначает вектор
гарт ^ входные и выходные ингредиенты х^ каждого блока п предла-

максимизировать вычисленную по этим «цепам» прибыль, принимая
только множество своих производственных возможностей п не

отясь об общих ограничениях. Б.лок сообщает центру найденный им оц-
альпыи план. (Если для этого необходимо проведение эксперимента, то

это^б^’ очевидно, потребуются дополнительные ресурсы на эксперимент;
мадию здесь не учтено). Центр использует полученную инфор-
этого точной аппрокспмации локальных «-.граничений. После
и локяп возможность вычислить лучший план, удовлетворяющий
слеповя ^ глобальным ограничениям, и новые цены. Если на двух по-
покаяят!^?^^ итерациях решения задач блоков совпадут, то, как легко
шем CJIVI план, вычисленный центром, оптимален. Однако в об-
мпттп такой момент может и не наступить; метод гарантирует лишь

тонное стремление глобального критерия к максимальному значению,
хрн естественных предположениях о виде критерия и глобальпых огра

ничении вектор «цен»р« неотрицателен. Вследствие этого решения хи^ ло
кальных задач являются эффективными * векторалш мпошестз Qh. Таким
образом, в процессе Л — В (п. П) происходит аппроксимация не всего

всего множества производственных

на примере опп-

мно-

Вектор Z <=Q называется эффективным, если не существует другого вектора,
принадлежащего Q, все координаты которого были бы не меньше соответствующих
координат вектора х.
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жества Qk, а только его подмножества, состоящего п-з эффективных точек.
При этом вектор выбирается так, чтобы на мноя^естве он достигал
максимума на векторе х^, являющемся решением задачи центра на s-m
шаге. Благодаря этому п в силу неравенства (3) гарантируется, что
X® не оптимален в исходной задаче, то по крайней мере один из блоков со
общит центру noBbiJi, не известный ранее допустимый вектор.

Согласно алгоритму Л — В (п. 1°) множества производственных возмож
ностей аппроксимируются «изнутри». В алгоритме Л —В (и. 2 ), напротив,
аппроксимпрующее множество содержит аппроксимируемое. Поэтому ре
шения центра х® па каждом шаге могут не соответствовать производствен
ным вoзмoжнocтя^r блоков. Задачи блоков состоят в отыскарпш таких век
торов, которые удовлетворяли бы локальным ограничениям н по воз^южно-
сти меньше отличались бы от решений центра. В этом случае обмен инфор
мацией осуществляется по схеме «план — план».

Как II в первом алгоритме, решения блоков, вообще говоря, не удов^т
воряют глобальным ограничениям, однако, в отличие от схемы
(п. I'") здесь планы блоков и центра, стремяст
одновременно сближаются между собой *.

Выше рассмотрена питерпретацпя двух
мов планирования в условиях неопределенности ,чт.-г.ггрг*тт-
вленпя этого процесса блоки могут быть вынуждены  ' шани-
ментированшо. При этом остается не ясным, каким ^ ^^дзания
ровання (и экспериментирования) связан с процессом соот-
системы. Задачи блоков в алгоритмах А — В [п.1 )  ° ,„^„ттт1пгяття. Ведь
ветствуют их задачам, возникающим в процессе песунсы, на-
для осуществления последнего блокам должны быть пер д
ходящпеся в распоряжении центра. „ можно пн-

в отличие от первых двух третий и четвертый "Процессы
терпретировать не только как процессы плаипровапия, «ыть может,
управления функционирующей нормального функ-
более точно — как методы уточнения плана в р ц

если

) к оптимальному множеству,

блочных методов как алгорит-
. Указано, что для осущест-

-  оппсание
только нент-

коецпоипрования.
Мы по-прежнему будем предполагать, ^ jj^

математичес

множеств производственных возможпостеп Qh
ру, но и самим блокам.

Пусть на период Т центр располагает
планирования па этот период ставится как
но приближенному плану, /с-му блоку

вект

на

ором D

ие‘;?;”до"бнть-выделен
т

S п,» = о.
тт'-ття занаиее нецелесообразно

Если составлеипе более детального ° ^ невозможно: это нотребо-
в силу плохого знания снстомы (а может ’ ^„рдподагать равномерный
вале бы слишком много времени), периода Т. Разобьем илано-
расход ресурсов и вьшуск нродукцпп^т ^ Р_^ l)r/iV3, s = 0,1,. ● ●
вый перпод па N равных частей Ws L периоду длительностью ТI iV
. . . , ]V- 1. Пусть задача (Ю) од) аСа^енпе глобального кри-
(х-вектор затрат-выпуска за тако Р „о всем периодам
терпя за период Т равно сумме апа

овектор ?v ресурсов

планы центра приближаются
оптимальных (предельных)* В первом алгорптме можно утверждйть^лпш

к оптимальным планам блоков, но н удовлетворяют общим ограничениям,
планов блоков могут быть такие к ^ фрагмент динамической задачи на

Она может возникнуть, в часдиисд ,**
более длительный период.



872 в. М. ПОЛТЕРОВИЧ

N—1

0«; 2ф(^)'-
s=0

=*rj{.° / iV ресурсов; кроме ТОГО, центр задает каждому блоку локальный
критерий. Будем считать, что в процессе функционирования блоки стре
мятся найти оптимальные (при заданном локальном критерия и векторе ре
сурсов) векторы затрат-выпуска. Центр, наблюдая за их деятельностью,
извлекает необходимую информацию, чтобы более рационально распреде
лить ресурсы между блоками.

Алгоритм А — В (и. 3®) примегшлг для того случая, ]^огда эффекты дея

тельности блоков разделены:

В пачальный момент /с-й блок получает вектор /гд® =

пг

Ч-М 3 ЧкЫ). В качестве критерия
/! = |

лг-му блоку задается функция (ph{xk). При
функция /д(Дд)= шах iph(xit).

полностью описывает /с-й блок, представляя информацию о нем
в «сжатом» виде (см. таюке [13]). Теперь в качестве входов блока высту
пают идз^гцие извне ресурсы Лд, а единственным выходом является значе
ние fh(hk) вклада данного блока в глобальный критерий. Задача центра со
стоит в отыскании таких значений входов йд, удовлетворяющих ограниче
ниям 2лд = d, Bh, А = 1, 2,.. ., m, чтобы сумма значений выходов

тла максимальна. Хотя центр и не знает вида функций /д(^д), для него
УЩествует много способов, наблюдая за деятельностью блоков, определить
радиенты этих функций [14]. Векторы градиентов как раз и есть множи

тели Лагранжа Хд (в случае, если они единственны). Их значения покажут
аправление целесообразного перераспределения ресурсов

шаге (см. (И) прий==/)/А).
лгорптм А —В (п. 4®) имеет смысл и без предположения о спецпаль-

мап глобального критерия ^{х). Однако здесь cxe^[a обмена пнфор-
.  циеп сложнее, поскольку управление ведется не только путем из:менеиия
блокол^^ ресурсов hji, но и воздействием на параметры Дд целевых функций

На 5—1-м

этом с точки зрения центра
— {xh. Лд(а^д) /гд.где

Xh

па следующем

центр задает блокам векторы цен ишаге ресурсовhl~^ .  Затем, набтодая за деятельностью блоков, получает информацию

рв— ®^екамп планах 5;*“^ и градиентах функцт'1
*  ~~

о

дг* J в точках После этого производится ус-

(здесь планов и градиентов по всем предыдущим итерациям
средние ® отличие от предыдущего метода (11) играют роль
усиепнрпиа .4^? «времени», а не по множеству блоков). В результате
диент р^-1 векторы п Далее центр определяет гра-
сурсов ^^^оальЕои целевой функции в точке х^~^ и распределение
кам ^^^^’“^^пзпрующее ценность ресурсов, вычпеленпую по оцеп-

ре-

итерациям усредиешгя векторов и по всем предыдущим
пределение oecvriPn^^ параметры локальных целевых функции п рас-
вратить впчтттЛ^ осреднение необходимо здесь д.ля того, чтобы предот-
^рат^^Бозгшкновенпе колебательных режимов. Алгорнтдгы А-В (п. 3®)

“ ottVt* °°'®^Дпмому, могут быть применены и для задач стохастн-
аппроксимации [15, 16].

метопа^мТкг^т^!гоТ® плаиироваиия и управления аналогичны

ческои

системы по Д^'чжения
к статическому оптщп л?? гарантируют ее приолпжеппеУ oiiTHMjAiy. Ido всех подобных случаях в толт или ггаолг виде

J
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используется универсальный метод управления в условиях иеопределенно-
стп — метод «проб и ошибок». Этот метод фактически применяется, конеч
но, II в экономической практике. Необходимо сознавать, что «ошибки», не
точности в планировании и управлеппи — неизбежные условия функипонп-
рованпя экономики. Задача состоит не в том, чтобы устранить их раз и на
всегда, при неполной информации это невозможно, а  в том, чтобы локали
зовать их последствия и, самое главное, эффективно использовать их как
экспериментальный материал для оптимизации системы. «Ошибки» в уп
равлении экопомпческими системами доллшы стать элементом самого ал
горитма управления. Рассмотренные выше схемы фушщпоиироваппя —
лишь формальная иллюстрация этих общих положении, но не исключена
возможность, что сознательное использовапис одной из подобных схем
позволит улучшить управление экономическими процессами.

Рассмотренные выше алгоритмы различаются как по схеме обмеиа ин
формацией, так II по виду используемых локальных критериев. Б первом

линейными функ-
соот-и четвертом алгоритмах локальные критерии являются

цпями векторов затрат-выпуска; это дает основание интерпретировать
ветствующпй вектор коэффициентов как вектор цен.  В третьем и четвер
том алгоритмах участвуют, кроме того, оценки ресурсов (п плаиовых зада
ний) блоков. Наконец, во втором алгоритме «цены» вообще не пспольз^иот-
ся, локальные критерии нелинейны. Рассмотрение блочных алгоритмов не
дает, на наш взгляд, оснований для категорических выводов о преимущест
вах какой-либо одной схемы (как схемы планирования и управленпя) пли
о необходимости использовать локальные критерии какого-либо определен
ного вида. В каждом из алгоритмов отражены те или иные черты реальны
экономических процессов; однако сравнение эффективности раз*чпчБых
схем — это проблема, которую еще предстоит решить.

В заключение необходимо подчеркнуть, что блочные алгоритмы матема
тического программирования — очень грубые модели процессов плаппром-
нпя II управления в экономических системах. Более совершенные
должны учесть наличие и быстродействие вычислительных средств, вл
иие помех, запаздывание при обмене информацией и целый ряд других фа ^
торов. - о

Автор пользуется случаем поблагодарить А. И.
инициативе п при постоянном внимании которого была наиисаиа ^ ^ i
бота.

по

П РПЛОШ в л II в

I. Доказательство теоремы 1. Покажем прежде всего, что если
<С ф*, то существует вектор р', удовлетворяющий условиям (о) W)-

Действительно, рассмотрим множество

Lo^ = G П Ч>{^) >

задачи А (и. 1°) ^Если < ф’, то 1о^фФ. Так как —решение
то Z.0® П = Ф- Следовательно, существует вектор р®, \\р !1 ’
ариый минимальному линейному многообразию, содержащему , п р д
ляющпй л1Иожества п Q^:

(12)X е Zo®,

X е

Так как х® е П Z-% то очевидно, что (р®, х®) = а. Отсюда и из иера-
(12), (13) следует, что вектор р® искомый. Очевидно, что последова

тельность f{x^) моиотоиыо ие убывает.

(ps, х) ^ а,
(13)

венств
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Предположпм, что Иш ф(д:'^) = ф <1 ф* = ф(^*)- Тогда существует

«  О такое, что
S -»оо

ф(;г®) ^ ф(а:*) ~ 8 (14)
для всех S.

Рассмотрим множество L — G [\ Q (] F, где

F = {х: (р{х) ф(д:’) — е}.

Так как ж* е L, то L =т^ Ф. Обозначаем через множество относптель-
но внутренних точек Q. Поскольку G^f\Q =^ ф, то п  П Ф, а следо
вательно, G® П П Ф.

Пусть е G° П П F. Тогда для достаточно малого а >> О вектор
— ар^ е L. Из определения Z®

L с для всех s = 1, 2, . . . .
х«) ^ О или с учетом (5)

(15)

и соотношений (14) и (15) следует,_что
.  . Поэтому из (3) получим (р®, 3^ — ар® —

(р®, ж®) ^ (р®, .т®) +а(р®,р®) = (р,®л:®) Н-а. (16)

Так как а:® является решением задачи В (п. 1°), то

(р®, а:®) ^ (р«, а:®) ^ (р% х^) а (р®, ж®'*) + а (17)

Здесь последовательно использованы неравенства (16) и (4).
Из (17) и (5) следуют неравенства

(18)— X-

Векторы х^ ^ Q ж, следовательно; последовательность а:® ограни^
Пусть a:®fe — сходящаяся подпоследовательность а:®. Из (18) при s-
i = Sh — Sft-i, получим l|a;®h“‘ — а;®й" “
казана.

Замечание. Вместо условий (5) достаточно потребовать выполнения
условий |1р®[| < у,, \\ps\i ^ ^ ^
П

-'kt

^ а > О, что невозможно. Теорема до-

Y2, где 71, 72 — некоторые положительные числа,
ри этом доказательство не меняется, оно остается в силе также и для

случая, когда ф(а:) — непрерывная квазивогнутая функция.
П. Доказательство теоремы 2. Как известно (см., например, [19], лем

ма ), решение а:® задачи «блоков» удовлетворяет условию {х — а;®, а:®—■
для всех X В Q. Отсюда следует, что Q а: для любого s и,следовательно

(19)ф(а:®)^Ф*= шах ф(ж).
*SGf)Q

Далее, так как сд то последовательность ф (ж®) монотонно не
возрастает. В силу (19) п условия теоремы из последовательности ^® мож
но извлечь сходящуюся подпоследовательность. Пусть 5®з х^ при /
Но поскольку Ца;’’— хЩ ^ — а;^|| для любых г п Z (см. [19], лемма 2^,
то II последова

оо.

тельность x^j сходится: a:®j —х^. Из определения Q^ п а:®
имеем (а;®;+^ — хЧ, x^i — x^j) <0, / = 1, 2  Поэтому (ж<* — х°у

—  О, т. е. а:® = xf^.X

В силу замкнутости G и Q x^QGf\Q, поэтому ф(ж®) ^ Ф*. Отсюда и из
(19) следует, что ф(х°) = ф*. Но вместо х° могла бы быть рассмотрена

любая предельная точка последовательности х®. Теорема доказана.

J
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III, К обоснованию алгоритма Д— (п. 3®). Рассмотрим функцию
j{h) — max ф(а^),

ж еУ(»о

V{h) = {x'.x^Q, А (х) ^ /г}, (20)

где ф (х) — вогнутая функция, А (х) — вогнутая вектор-фупкцпя, Q вы
пукло, замкнуто, ограничено. Функция /(Д) определена на ьшожестве Н =
= {h: V {h) -ф^ Ф}, вогнута, непрерывна п монотонно не возрастает на
этом множестве.

Будем предполагать, что И ф Ф; тогда, как легко видеть, и внутрен
ность множества И не пуста. Пусть Д® 6 /(Д°) =ф(-^°), 0 Р(Д®).
По теорем© Куна-Таккера, существует вектор ^ 0, такой, что для всех
^ о и X б (? выполняются неравенства

ДО) ^ ф(х0) — (Я«, Л(х0) — ДО) >Ф (хО) — (Д, А (хО)
(21)^ф(х) - (ДО, Л(х)-ДО),

(22)(до, А (хО) - ДО) = 0.

Множество векторов До, удовлетворяющих этим условпям, обозначим
через L0, а через ЛЯ — множество опорных функционалов к функции /(Д)
в точке ДО,

Теорема 3. Если Д° б Я®, то ЛЯ = Л®. , г тх
Доказательство. Пусть Д® б Х®, /(Д^) — ф(2; )i ^  ^ V{h ). Из пра

вого неравенства (21) и (22) получпм

/(ДО) =ф(а:0) ^ ф(^1) _ (Д0,^(х*) — Д«) ^ф(д:^)

= /{Д') — (?^®’ Д‘ — Д®).

до б Л/о.

(ДО, Д1 — ДО) =,

откуда в силу произвольности Д^ следует, что
Обратно, пусть ДО б ЛЯ, т. е.

(23)1{h^) ^f{ho) + h^-h<^)

ДЛЯ всех ^ Н.
Отсюда следует, что До ^ 0. Действительно, если это не так, то найдет

ся последовательность Д^ б Я, такая, что (ДО, Д”  “ ^  °о, но тогда в
силу ограниченности /(Д) на Я неравенство (2о) не может выполняться
для всех Д‘ б Я.

Покажем, теперь, что

(ДО, ДО) = (Л(х0), Д*’).

Имеем (ДО, Д«) > (^(Я), Д«). Положим Д' =^(Я) тогда, очевидно,
/(Д1)=/(Д0) и (23) HoV™ (Д^ Л(Я)-Д)^0» откуда и сле-

б Q, положим в (23) Д^ = Л(Я). С учетом (24) будем

/(ДО) == ф(Я) — (ДО, А{х^) — Д") ^ /(^(Я)) —
— (ДО, Л(х^) - ДО) >ф(Я) - (Д®, ^(Я) - ДО).

(24)

дует (24).
Пусть теперь х

иметь .

(25)

* ФуЕкциопал р называется опорным в тояке Д® к вогнутой функции f{k), опре
деленной на Н, если f{h) ^ f{h°) -Ь {р, h - h°) для всех k б Я.
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G другой стороны, если X ^ О, то

Ф (2:“) — (X, А (а:®) — h°) ^ ф (а;®) — (Х°, А (х°) —  .

Неравенства (25) п (26) показывают, что Х*^ € Z/°. Теорема доказана.
Доказанная теорема, ыесомиенпо, известна специалистам, но ранее, по-

видимому, не была опубликована. Вторая часть доказательства является
по существу элементарным выводом теоремы Куна-Таккера из теоремы

существовании опорного функционала у вогнутой функции. Залютнм, что
из доказанного утверждения и результатов [19] неиосредствепно следует
формула для производной по лучу функции fh (теоре.лга о лхаргнналытых
значениях),

(26)

о
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