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(слабая форма)

С. м. мосшович
( Моснва )

При изучешга поведения оптимальных траекторий в замкнутых дина-
лшческих моделях экономики основным является понятие неймановского
равновесия сбалапспрова1шого роста. В [1] было доказано, что в модели
Неймана, когда технологическое множество — многогранный конус, нейма
новское равновесие всегда существует. В случае произвольной модели Ней
мана — Гейла это утверждение не имеет места. Одна из целей выделения
различных классов моделей Неймана — Гейла в работах [2—5], посвящен
ных теоремам о магистрали, заключается в обеспечении существования
неймановского равновесия.

В этих работах рассматривается случаи, когда существует единствен
ный равновесный темп роста и соответственно единственная магистраль
(луч пли грань), В [6] описывается общий случаи, когда магистраль не
единственна, в предполошенпп существования равновесия.

В настоящей работе приводится обобщение понятия неймановского рав-
новесия и доказывается, что в любой модели Неймана — Гейла существует
обобщенное равновесие. На основе этого понятия исследуются магистраль
ные свойства траекторий. Это позволяет доказать теоремы о магистрали в
различной форме для более широкого класса моделей.

1®. Модель Неймана-Гейла функционирует в
i = 0,1, 2, . . Состояние модели в момент времени  t задается не
отрицательным ?^-мерным вектором yt = {yt\ ● ● ●  ^ компонента ко¬
торого показывает наличие г-го «продукта» в момент t. Переход от состоя
ния yt к состоянию yt+i осуществляется с помощью технологического про
цесса (yt,yt+\), в котором yt можно рассматривать как затраты в начале
цикла {t,t ^ 1), а yi+\ как выпуск в конце цикла. Относительно множест
ва К технологических процессов принимаются следующие предположения.

1. К — выпуклый замкнутый конус, принадлежащий положительному
ортанту 2п-м.ерного евклидова пространства

II. Если (О, у) G К. то у = 0.
III. Существует процесс (х, у) такой, что г/ > 0.
Помимо условий I — III, будем иногда в дальнейшем (всякий раз огова

ривая это) принимать следующее предположение.
IV. Если (а:, у) 6 JC и у' ^ у, то (а:, у') б К. Экономическую трактовку

условий I — IV можно найти, например, в [7].
Если уо — начальное состояние модели, то последовательность

= (yoi Уь ● ● ● , Уи Уг+ь ● ● ●) называется траекторией развития модели, если
{yt, y,+i) G К для всех i = 0, 1, . . . .

Неймановским равновесием сбалансированного роста называют тройку
объектов: положительное число а — темп сбалансированного роста, вектор
цеп До и процесс (а:©, Уо) G К, удовлетворяющие условиям

дискретном времени

У==

(1)
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apQX ^ PqIj для всех (z, у) б К. (2)
РоУа > 0. (3)

71

Здесь вектор цен ро = (ро^, ● ■ . , ро”) ^0, ^ Ро*  = 1, — скалярное
г=1

произведение векторов риз.
Как отмечалось, в [1] показано, что в случае, когда К — многогранный

конус, равновесие (1) — (3) всегда существует, прпчем равновесий с раз
личными а не более, чем mia(m, п), где т — число ребер конуса К. Отсюда
почти непосредственно следует, что и в случае произвольной модели Ней
мана— Гейла равновесий с различными а не более п. Оценка возможного
количества равновесных а установлена в [8]. Однако, как следует пз нрп-
водимого примера, существование равповеспя не гараитпруется.

Пример 1. Пусть лшожество технологических процессов
оооо

= 1 [х, у) :х= %^Хсо + S ^^у^у' = ̂' У-о + 3
5=1 5=

Ki Sj

1

оо

оо ■

5=1

где

!/. = (2,-Г
\  Ys / ' Ys

Г.1
а

= Ишрз = (2, о, 1).Хоо = lim Xs = (1, о, 1), у

Нетрудно показать, что множество К\ удовлетворяет условиям I—IV.
Докажем, что в модели с конусом К\ равновесия не существует. Найдем

сначала наибольшее а, удовлетворяющее (1).
Из (1) следует, что а шах min [р* / х^], т. е.

ОО

Ki Ki<3

2 ^k4{i/is)~{i/s)) HK{i-\-{i/P))-hX
X{Xs/fs)

ooct ^ max min

Максимум, равный единице, достигается при Лз = 0,  а = 1, .. ., ?
^ У^ У ● Тт<им образом, при равновесии необходимо, чтобы а ^ 1.

Случай а = 1. Так как значение а = 1 достигается, когда все Xs = 0,
то (1) выполняется только для процесса {хоо, р»), т. е. равновесный про
цесс (а:о, уо) определяется единственным образохМ.

Определим вектор цен ро» удовлетворяющий (2). Из (2) для процессов
1^8» Уз) следует,

.  (4)
(Я<» -}- 2Яз)

Vco

что

1 1
4^) М (5)Ys /7)'«(f VS=2poM-(

Ро^ + Ро^ 14
Ys Ys

Ро^ ● ?
S Ys

и, следовательно, ро^ = ро^ = 0, ро^ = 1. Условие (3) для рои уо — у
выполняется, т. е. при а = 1 равновесие невозможно.

несс
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С Л у ч ай а <С 1. Из условия (2) для процесса {х г/оо) следует, что
+ ро^) ^ т. е, снова ро^ = ро^ = 0, ро^= i. Из этого

условпя для процессов (a;s, уз) при ро — (0, 1, 0) получим а ^ 1 — (1 / ys)

то ,

для всех S.
Следовательно, равновесие при а <С 1 также невозможно.
2®. Для каждого индекса к = i, . . . , п, т. е. для каждого впда продук

тов, сфорагулпруем задачу математического программирования (назовем
ее задачей М^)

(6)sup,а

(7)ах.У
(8)(а:, у) б /С

 /I = 1. (9)

Верхнюю грань значений а, удовлетворяющих условиям (7) —(9) в за
даче Mh, обозначим через ah и назовем максимальным темпом сбалансиро
ванного роста /с-го продукта. Из замкнутости К п предположении 11 и 111
очевидно, что 0 <С па <С оо, причем верхняя грань, вообще говоря, не до
стигается. , . .. „„„

Решением задачи Mh называют либо процесс {xh, Уи.) такой, что уело
(7)-(9) выполняются при а = а,.; либо, если тююго
вует, последовательность процессов {хцз, Uhs), s 1, . ● ● , таку1 , д
5-го процесса условия (7) — (9) выполняются прп а на es, s Р
5 —>- оо.

Пример 2. Пусть множество технологических процессов
ОР

ОР

.=1
I (л:, у):1С2 =

i^.<4
s=l

где

(7ir‘) = (0,1).= (0,1), у, Хсо сс
Хз — Us =

S

Рассмотрим задачу il/j.
Из условия (9) следует

СО я. (10)= 1.3̂  5 + 1
s=l

Наибольшее значение а, достижимое
щем (10), меньше единицы. Действпте.чьно, из
следует

процпа

h

ессе {х, у), удовлетворяю-
первого неравенства (7)

а 5 + 1 I

так как Я. > 0 хотя бы для одного 5. Вместе с тем sup а = 1, следит
из рассмотрения последовательности проц / / Ц ^ ^ )Уз).’
5 = 1 удовлетворяющих (7) - (9 при а = 5 / (5 + 1). Значение
достигается лишь па процессе (хоо, Уоо), не удовлетворяющем (  ).

Введем в рассмотрение множества индексов А ^ па}  , т. е.
множество состоит из индексов тех продуктов, у которых максимальный

а = 1
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темп сбалансированного роста не превосходит аи. Обозначим — число
элементов множества А^.

Наряду с пространством продуктов i?” и пространством техпологнче-
скпх процессов рассмотрим Wfe-мерыое пространство продуктов ^

принадлежащих и 2пй-мерное пространство процессов ^=
^ R^^k.

Еслп X — проекция х па пространство R^^\ то

i^AK

Пусть Ю — проекция конуса К па простра^тво R^P . Каждой задаче
All. I = , п, сопоставим следующую задачу Mi

Г" если
=

еслп

(И)a->niax

(12)У ах.

.  (^, у) е ю, X  у ^0. (13)Of'
Лемма 1. Задача М’- разрешима. Наибольшее значение а при условиях

(12), (13) равно аи
Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Покажем сначала, что при условиях (12), (13)

sup а = а/. Очевидно, sup а ^ аи Предположим теперь, что sup а — а' >
> ai. Отсюда для некоторого индекса s найдутся число е > О п процесс
{^8, Us) б К, для которого

Us ^ (as + г)х У 8^ = 1, (14)5>

что противоречит определению as.
Действительно, для О < е' <С а' — найдется процесс (^о, уо) б КК

удовлетворяющий (12) при а — а' — е'. Найдется, очевидно, индекс s ^ A^
такой, что уо® > 0. Так как as ^ ai, то при 0 ^ ei < а' — е' — as

I

Уо > (as + 8i)a:o, уо® > 0. (15)

Поскольку Os — верхняя грань значений а в задаче Мд, то для произ
вольного прообраза (о:о, уо) ^ К процесса (хо, у о) и некоторого множест
ва it индексов г ^ А^ выполняются неравенства

Уо’’ < ( as + Е|)д:о’',+г б R. (16)
Вместе с тем существуют такие положительные е и ег, е < 8ь ег *<

<С аг as — е, что для канодого г 6 Л найдется процесс {хг, уг) б К, для
которого

Уг > (аг — 82) Жг, у/ > 0. (17)

Покажем, что при достаточно больших Хг ^ 0 и подходящей нормиров
ке процесс

{^8, Us) — f ̂ 0 “h 2
^  rER Гбл '

Уо

удовлетворяет условиям (14).
Если i $ Л, то из (15), (17), определения множества Л и чисел е и ег

следует, что уд^ ^ (сз -Ь e)xs^ при любых Хг ^ 0.
Если г б Л и = о для всех г б Л, то i-e неравенство (14) выполняется

при Xi ^ ((os-f-е)о:о^’ — yoO/i/t’. Если гбЛ и a:v^‘>* 0 для некоторого
V б Л,
/ (ttv — as

то i-e неравенство (14) выполняется при Хг ^ ((as  + е)лго^ — Уо’)/
— 8 — 82). Так как ys® ^ Уо® > о, то подходящей тюрмировкой

..А



г

ТЕОРЕМЫ О МАГИСТРАЛИ В МОДЕЛЯХ НЕИМАНА-ГЕИЛА 881

МОЖНО добиться равенства у/ = 1. Итак, sup а = ai. На конусе опреде
лим функцию аг(л:, у), равную наибольшему значению а, удовлетворяюще
му (12). Очевидно, аг(х, у) =_ min р Так как sup а(х, у) = sup а =

v.x^+y^>Q М‘
= ог < оо, то из ж = 0 следует [/ = 0, и функция ai(x,y) определена
всюду в Ю, кроме вершины. Фушщия ai(x,y) полунепрерывна сверху и
положительно однородна нулевой степени. Поэтому она достигает
мума на конусе Ю. Лемма доказана.

Отметим, что пспо.чьзованиьш здесь метод построения темпов сбаланси
рованного роста Cl, tt2, . . . , On близок к описанному в [7].

Теорема 1. Существуют такие числа с > 0 w ео > О, что для любого
о < е < Ёо гг любого найдется вектор цен Рй(е), удовлетво¬
ряющий условиям

макси-

(18)Рь(в)у ^ i^k Pk{^) ^ для всех {х, у) QK

Pfct(e) ^ сг для всех i6

!
(19)

1Г, . П

(20)'2̂ РкЧе)= 1.
1

Доказательство. Рассмотрим конус и мнон<ество

Wu{^) = {U7(8): ю{г) = (аь-Ье)ж, {х, у) ^К^}.

Очевидно, Жь(е)—выпуклый замкнутый конус в простр^стве
Определим в Л” угловое расстояние между точками xviy,х^ О, у^

Ра*(ё)^0, г = 1 .,п;»● ●

п

^1 = ( S ●
'a=i

(21)УX
ру{х,У) =

Определим также угловое расстояние между замкнутыми конусами

где
1  \х\ X

п Y
Py(X, Y) — min min ру (х, у),

хбх убУ

такие а > О и Ё1 !> о, что для всехПокажем сначала, что найдутся
о < в < Ё1

(22)

где — неотрицательный ортант п-^-мерного пространства
Наряду с мнон^еством И^а(ё) рассмотрим множество

Wa= {uj: w = у — a-hx, (х, у) |ы?1 = 1}.

Для любой точки W б Wk имеет место одно из двух.
либо min о для некоторого а > U,

Л(^1

(23)
а'>0.либо max х^ ^ о,' для некоторого

wi б Why I =
Пусть это неверно. Тогда найдется_ последовательность

= 1,..., такая, что min. 0 и max хр О при I со.
i I

Выделим из {wi} сходящуюся подпоследовательность и, ^tim^ заьж-
■ путость Why найдем точку Wo = уо — ctftXo, для которой wq > 0,

= 0. Отсюда ah не является решением задачи Мк. Противоречие доказы-
справедливость (23).

6 Экономика и математические методы, J'fi 6

вает

L
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Положим б1 = 0 / а'. Тогда для любой точ]{н

и^(е) б ЖА(е) Л {|г^| = 1}, е < ei,
min ю^(г) ^ —а'е.

(24>

Из (21 )д (24) сразу следует (22) для некоторого  О < а < а'.

Положим = {2:ру(2,i?+^) ^ е'}, т.е. R+\e')— е' — расшире

ние неотрицательного ортанта. Если г' = ае/2, то ^fe(e) = {0}
существует гиперплоскость с направляющим вектором р(е), разделяющая
конусы R (5 (е') п ТИд (е) , причем

п

p(s)w(s)^0, w(e)eWi(s),

хбВ^+(е').р(е)а; ^ 0,

(25>

(26)

Дополним р(е) нулевыми компонентами на местах А

вектора р (е) и нормируем его так, чтобы

до «-мерного

1=1

Из (25) сразу следует (18). Неравенства (19) и (20) следуют из (26).
Чтобы убедиться в этом, заметим, что наибольшая компонента р (е) (пусть
ее номер /) превосходит 1 /«, а векторы Zs с компонентами

при i ~ I,
при i = 5, 5 б \ {г},
в остальных случаях,

принадлежат (ае / 2) при {ае/ 8) (16 — аЧ^)
При этом из (26) следует, что р^(в) ^ ̂ /«У1 — По выбранному

^ < о < а / 2п найдется такое ео ^ ei, что X / «У1 — Х^ ^ (а / 2« — ст) е,
когда 8 ●< 8о. Для завершения доказательства остается полошить с =
= {а/2п) —

X —
■  Zs^ =

yi —А.2

0.

Следуя принятому определению (1) — (3), естественно назвать нейма
новским г-равновесием тройку объектов» число а, вектор-функцию цен
Рс[г) II процесс-функцию ico(ei), Уо{в\), удовлетворяющую соотношениям

2/o(ei) > (а — ei)a;o(8i), (27)

(а + е)ро(е)а; ^ ро(е)^ для всех {х, у) К,

po(e)2/o(ei) > о

(28)

(29)

для любых б1 > о п 8 > 0.
Из теоремы 1 непосредствеипо следует существование е-равновеспя.

авновесным а может быть любое а,-, i = 1, ..., п, прпчем для а = max ai

можно положить 81 = 0. Заметим, что не существует равновесных а, отлич
ных от всех ttf. Действительно, найдется индекс I такой, что уо^{&\^) > 0 на
последовательности ei^—>-0. Тогда из (27) следует, что а ^ щ. Если, одна
ко, а < щ, то неравенство (28) нарушается на процессах, образующих ре-

задачи Таким образом, е-равновесия возможны только при а,
равных аь .. , , а„.

3 . Приведем некоторые определения и вспомогательные результаты,
которые понадобятся нам в дальнейшем.

шение

J



ТЕОРЕМЫ О МАГИСТРАЛИ В МОДЕЛЯХ НЕИМАНА-ГЕИЛА 883

Пусть Y (yoj Уи ● ● ● 1 Уи ● ‘ — траектория. Максимальным темпом роста
к-то продукта на последовательности Y будем называть верхний предел

0ft (У) = ИглУут^
Т-х»

Следствие 1. Максшчалъный темп роста к-то продукта на произволь
ной траектории не превосходит а^.

Доказательство. Применяя последовательно неравенство (28) и
учитывая pji'- (е) > О, получим

(30)

(аь+ s)^'
iJh^(e)

т. е. Qk{Y) ^ ал + е для любого s > 0. Следовательно, 0л(У) ^ ал.
Утверждение следствия 1 может быть несколько усилено. Пусть

у^{Т) —наибольшее значение ^-й компоненты вектора ут па множестве
траекторий Уг = (уо» ● ● ● ? Ут) - Максимальным темпом роста к-то продукта
будем называть

(31)Pk{e) Уо,

(32)0л — ИшУу^(Г).
Т-Уоо

Из (31) сразу следует, что 0л ^ ал.
если она существует, будем называтьВеличину -e'fe = lim Уу^{Т)

Т-*-оо

устойчивым темпом роста k-so продукта. Из определения следует, что по
произвольному Т найдется е(У) такое, что для всех f^T выполняется

уМО ^ (ал-е(Г))* = алЧ1- (б(Т’)/ал))'.
Если для некоторого с > 0 справедливо (1 ■ (е(У) /ил))^ = 0(1 /Г*^),

то ал — сильно устойчивый темп роста к-го продукта.
Если '&k — устойчивый темп роста и существует такое о >● О, что для

всех Т, пачипая с некоторого, У^{Т) ^ е^^'л^то будем называть величину
^л постоянным темпом роста к-го продукта. При заданном технологическом
множестве К темп роста может быть как устойчивым, так и неустойчивым
в зависимости от начального состояния уо.

Введем следующее множество е-равновесных векторов цен

Pft(e, а) = {р(в) : {алН-в)р{е)ж^у(е)У, V(a:, у)6^,
рЧе) Уг^А^}, А; = 1,

Ph (®» су) непусто при е > О для всех а, не

отображение Ph{&,k{e)) непрерыв-

В силу теоремы 1 множество
превосходящих о(е) = се.

Лемма 2. Точечно-множественное
ио б точке Е =+0 пра О < А^(е) = о (®)*   ^ ^

Доказательство. По.лунепрерывность сверху отображения
Р,КХ(е)) очевидна. Пусть р - произвольная точка (О 0). Зададимся
последовательностью еДо и в каждом множестве Рк(г,, о (е,)) выберем
ТочЦ рь ближайшую к р. Такая точка существует в силу замкнутости мно
жеств РлГоТ Расстояние р(р. Pi) < та® G -диаметр (п - 1)-мерного
симплекса.’Все точки отрезка [р, рЛ ® р' (е^ТсеТ^пп^и*
а р^ О, то точка р,(Я,) = Я,р, -Н (1 - б Р. (е, Х,се) при О < X, ^ 1.
Положим X,» = Х(бГ) / се,. Тогда X,» > О и Х,»^0 при г^оо. Так как рас
стояние р (р,(Х,«);р)< X,G. то р,(Х,»)--р. Лемма доказан^^ _

Рассмотрим множества технологических процессов Fk(p) — {{х,у) .
:  (х, у) б К, акрх = ру, р 6Р.(0. 0)} и ^^F(p), называемое обычно
[3] неймановской гранью.

6*
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Чтобы убедиться в том, что Fh непусто, достаточно из последовательно
сти процессов решения задачи выбрать сходящуюся подпоследователь
ность и перейти к пределу {xk, г/ft’). Процесс {хк, Ун) ^Ph{p) при любом
р е Pft (О, 0), т. е. (Xft*, г/й*) б Fk.

Легко проверить равенства

(33)Fu = Fu{piP).

где pfe* — отрицательно внутренняя точка Рк (0, 0), н
Fh. = Fi, если a/t = щ.

Наряду с множествами Fh{p) рассмотрим множества Fh{e, р(е)) =
=  у): (х, у)вК , (а& + е)р(е)а: ^ р{е)г/ ^ айр(е)а:, р(е) б Pft(e, с, е)}.
Множество Fk (е, р (е)) непусто, поскольку оно содержит процесс {Xk*, Уь) ●
Будем оценивать близость в пространстве процессов  с помощью угло-

расстояния (21). При этом точечно-множественное отображение
Pk{e,p{e)) полунепрерывно сверху в любой точке (0, р), р бРл(0, 0). От
сюда следует, что для любого р ^ Pk (0, 0) и некоторого ео, зависящего
от б.

(34)

вого

Ft'\s,p{e))czFh^{p) (35)

для всех 8 и р(е), таких, что 0 ^ е <С ео, |р(е)—р| ^ ео. Здесь F^ —
б-окрестность множества F. Из леммы 2 следует, что для любого ео найдут
ся такиер(е) 6Pft(e, Я(е)),что |р(е) —р| < ео.

Лемма 3 (обобщение леммы Раднера [2]
б >* о найдутся такие ео > 0 w s > 0, что

,Мак-Кензи [3]). Для любого

Р (е) у ^ (uft — s) р (е) X (36)

для всех процессов (х, у) и всех е < ео, |р(е) — Pft’j ^ ео.
Доказательство. Из (33), (35) и условия (х, у) $ Fh^ следует, что

интересующие нас процессы {х, у) ^F-^ (е, р(е)). Дальнейшее доказатель
ство почти дословно повторяет доказательства аналогичных утверждений

[2, 3].

цессы (г/,-^, Уц^^) ^ ̂  ^ ● ?

Pft(e), что

— траектория. Если про-
г, то при 8 < ео найдутся такие

РкУт ^ (aft — а) ’‘aft“^pft*yo,

Рн{г)ут ^ (oft — s)’’(aft + e)^~^pft(e) г/о, (37)
причем при (рА*)^ >. О

Ут^ ^(пй —s)'■aJ’^pft●po/(Pfe‘)^ (38)
при (Pft*)fe=:0

^ (oft — s)’’(aft + е) Pfe(e)po/A,(e).T-r

ттЛяк'к ^ ь с т В о неравенств (37) следует из г-кратного примене-
/чя\ ^ (28) при е>0. Соотношения
i  ; епосредственпо следуют из (37) и существования р(е) бР^(е, Л,(е)),
удовлетворяющего (37). v , j-, у ,,.

Если положить 8 = Hft / Р, то из (38) можно получить оценку сверху
количества «-го продукта, достижимого к моменту Т

ут^ ^

л
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где а > О — произвольное число; С не зависит от Т. Эту оценку нельзя
улучшить, так как легко строится модель, в которой ут^ =

4°. Пусть на множестве траекторий Ут = (l/o, ● ● ●  , Ут) задана функция
общественной полезности, зависящая только от состояния в конечный
момент времени и(Ут)

Траектория Уг,на которой и(Ут) достигает наибольшего значения, на
зывается и-оптимальной. Введенные выше понятия темпов роста к~то про
дукта распространим па функцию общественной полезности.

Исследуем поведение «-оптимальных траекторий при достаточно боль
ших Т. Рассмотрим сначала случай, когда и (у) = пу, и ^ 0. Определим
некоторый номер продукта к и темп роста а^. такпе, что

ah = max ai. (39)

"П1з следствия 2 очевидно, что максимальный темп роста функции обще-

ней-ственной полезности не превосходит аь.
Приведем сначала утверждение, опирающееся на обычное понятие

мановского равновесия (1) — (3). Пусть Вн= {i: <ii — o-h).
Теорема 2. Пусть конус К удовлетворяет условиям I—III, <Xh —

ный темп роста общественной полезности при данном уо. Если П ^
для всех {i: и^>0), то для любого б > 0 найдется такое Мо, что
для любого Т и любой и-оптшшлъной траектории число циклов, ког
{yt, yt+\) Ф we превосходит Mq,

Доказательство следует плану, предложенному
Отличие заключается в необходимости доказательства существования
кого D > о, что

Радиером [2
т

(4

]-
а-

0)Dpk'yt ^ nyt

для всех t to п любой и-оптимальной траектории Tt.
Представим

иу = + и^^у^^

Так как максимальный темп роста меньше то для некотор
а <С Ofc и любой траектории У (41)для всех t ^ t\.t

Из условия постоянства темпа роста общественной по.чезиости (42)^ dak"^,

учитывая (41), для всех Т ioт. е
(43)

U^yт^ ^ U^^yт^^^

Положим u^a. = maxuS Тогда при

Ip* . ) из (43)'^и условий теоремы следует
иу , T'^h. Если число циклов, когда y(^i) “ k
(^2), (40) и (37) следует при Г >4

-- т-дг

ЧТО

X (м
^р1ут>‘^^^у\>
равно М, то из

max

РкУ^^dak^ ^ иут ^ В)рк*ут з)*%ь
т. е. d

шах^ io;
In

Dpp*yo

Теорема 3. Пусть конус К удовлетворяет условиям I-HI,
устойчивый темп роста общественной полезности при заданном уо- J- огоа
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для любого б > О найдется такое то, что для любого Т и любой и-опти-
мальпой траектории число циклов, когда {уи уш) ие превосходит
то In Т.

Доказательство. По заданному б найдется такое ео, ято для всех
0<8< 8о и произвольного рёРй(е, >.(е)) иу ^ (^^тах/Я,(б) )рг/. По за
данному Т найдется такое 8г, что й{аи — ег) ^ ^ Щт.

Из этих соотношений и (37) следует, ^
{у и Уш) ё Fh^i должно удовлетворять условию

что число циклов М, когда

м Г-МП

ал/ Я(6)(1
ет

(44)
Ой

где G = dpyol Ишах.
Заметим, во-первых, что из (44) следует Т — М~^оо при Т

любых достаточно малых г и ег. Поэтому при достаточно большом Т можно
положить 8 = Ой / {Т — М). По определению сильной устойчивости най
дется число Cl > О такое, что при ет = б(Т) и достаточно большом Т вы
полняется (1 — (е(Г) /ах))^ ^ Cl / Оценим правую часть (44) при сде
ланном выборе 8 и 8г, считая, например, Л-(е) = сге^*^, где а !> О — сколь
угодно малое число.

Так как

со п

т-м

X,(e)(l
8г

Ой

т-м

(т
Ой

— М
то при достаточно больших Т

(1 — е/ай)^> G, /Г<^(2’ —М)1+5,

где Gi = с^Сго1^°а/е.

^^molnr при то= (l + a-fc)/ |1а(1 — s/ax) | . ТеоремаДи1\аЗ&НЭ,

Замечания. 1. Если существуют такие траектории, что у^(Т) ^ СТсй^,
пихгл циклов, когда {yt, yt+\) как и в условиях теоремы 2, ограпп-чено константой.

^ Порядок оценки,
Пример 3. Конус К

, установленной в теореме 3, нельзя улучшить.
3 задается процессами

= (О, о, о, 1;0, О, О, а),
гз= (О, 1, 0,0; О, а, 0, 0),
25= (0, 1, 1, 0; о, о, о, 1),
27 = (1, 1,0,0; |3, 2р, о, 0),

Zl Z2 = (О, о, 1, 0; о, о, а, 0),
24 = (1, 1, о, 0; а, 2а, 0, 0),
2б= (0, 1, о, 0; о, р, о, 0),
Уо= (1,1,1,1), с = (0,0,0,1),

а > Р > 1.
В этой модели

с  тем можно — постоянный темп роста. Процессы zs, z? ф Fi. Вместе
1  Т! построить оптимальную траекторию, в которой в
п  / (та ш р) циклах используются лишь процессы ze  п z?.

риведем примеры постоянного, устойчивого и сильно устойчивого тем
пов роста.

Если (гй, у)^ = aftOTfe) — решение задачи М^, а состояние достижимо
при заданном уо за конечное число циклов, то аи — постоянный темп роста.
Действительно, существует траектория Y = (уо, Уь  - ● ● , Уг = Xk, a^yi, . ..

уд, т. е. ну г ^ dah'^ для всех Т.

а

N

Т~1
■ ● ‘ 1 Ут = а н

J
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Пусть теперь значеыпе a/i в задаче Ми не достигается, т. е. решением
задачп является последовательность {xus, yus)-, 5  = 1, 2, . . . . Ограничимся
'Случаем, когда конус К удовлетворяет условиям I  — IV. Поскольку в моде
ли циркулирует конечное число продуктов, не уменьшая общности, можно
●считать, что последовательность {xusi Vks) сходится и в каждом ее процес
се затрачиваются одни и те же продукты, т. е.

хи\^ = 0-^Xki^ = О для всех I. (45)

Если состояние xui достижимо, то

^ ri{ah — для любого I и Т, (46)

поскольку существует траектория = {уо,. ■ ● ,yt)  = ^ku

ri{ak — ri{ah — ei)ykh n(cth —ei) (a^ — — ei) (a/i—
— ег) ,

где ri= min Xki'/xki^.

Из (45) следует, что >» О для всех I.
В (46) будем выбирать различные I для различных Т так, чтобы I (Т)

при Г ̂  сю II si(T) = o-h! Т. Возможность такого выбора следует
определения решения задачп Ми-

Очевидно, гг(т)-^0, так как в противном случае существует процесс
(Xh, Ук), удовлетворяющий (7) —(9) при а — а^. Пусть {хие, Рк&) — irpo-
цесс, удовлетворяющий (7) — (9) при а ~ аи — е.

изсо

(47)1 Хиг

для некоторого с > О, то из (46) следует с учетом ум^ = 1 сильная устой
чивость темпа роста аи-

Если (47) не выполняется нп для какого с > О, то сильная устоичи-
“  посколы^у

1[е9Если

роста устойчив,однако темп

lim ]/у'^ (Т) > — е для любого е > 0.
Т-*сс

кость не имеет места.

Теорема 4. Пусть конус К удовлетворяет условиям I —П1, «л
чивый темп роста общественной полезности при заданном уо. Тогда
бого б > о li любой и-оптималъной траектории Ут отношение числа ^
дов М, когда (yt, yt+\) ^Fu^, к длине траектории  Т стремится к нулю пр
Т  оо.

Доказательство. Предположим, что на некоторой
ности оптимальных траекторий Ут, У —^ оо , отношение
Используя те же рассуждения, что при выводе (44), получпм

1-(М/Т)

п

Г ■

>И

оследователь-

(48)Ш уи>Ут^^кlim (1 — s/au) ^ (1 + s/ct*)
Т-*=о

ДЛЯ любого е > 0.
Поскольку аи — устойчивый темп роста, правая часть

последовательности Ут равна единице, что невозможно, например, при

Т-»эо

(48) для любой

1
)■(‘г <аи

[i-{s/au)]m-b)

Т. вг
Таким образом, предположение Ь > 0 приводит к противоречию

М = о(У). Теорема доказана.
Если отказаться от требования устойчивости, то теорема о магистрали,

вообще говоря, не имеет места даже в случае многогранного конуса л,
равновесие (1) (8).когда существует
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Пример 4. Пусть

i=l ■ ^3=1

к,=
где (Х1, Ух) = (1, О, О; О, 2, О); (ars, J1 2) = (О, 1, О; 1, О, О); (жз, г/з) =
== (1,0, О; О, 0,1); {х^,Уа) = (0.0, 1; О, 0,1).

Начальное состояние уй = (1, О, 0); коэффициенты функцпп общест
венной полезности и= (1, О, 0). Оптимальные значения функцииности

полез-

0, T = 2l + i,
2К{ / = 0,1.. . ● J

иут =

Максимальный темп роста 0 = у2, однако, он неустойчивый.
Решая ^адачу М\, получим,

(^1) У\) + У2(а;2, Уг).

Из (2)_следует, ч':^ вектор ро должен удовлетворять условиям У2до^ ^
^ 2ро^; -\/2р(? > pq\ у2ро1 ^

что С] = У2 и достигается па процессе

У2
= ( jqj-;0.i)ep,(o,o).

^является относительно внутренней точкой. Неймановская грань F^

г;,
дующим У^лов™’!^' общественной полезности удовлетворяет еле-

V. и{у)—неотрицательная положительно однородная
функция, удовлетворяющая условию Липшица

Pi“ = po = 0.9 = ;0,9
1+.У2

первой степени

^{yi) ~~^{У2ХЬ\ух~
Оля любых неотрицательных ух и у2

еслил"Г=Тка"ктолько"хотГб'^™“^(") "“«^“вать простой.
К

У2 (49)

аждому вектору х = “ «Дна компонента вектора 2 равна нулю.
CZ а 2 nV к ^ и множеству 4= {ii(s), . ..

^  сопоставлять вектор г;, J *

Лемма 4. Если однородная
ограничена на сфере |а:|^ 1
простых I 1 >

первой степени функция п переменных
то она представима в виде конечной суммы

w=,S/»(y»).и
(50)

в=1

^  = '^ислу переменных. Для

летворяющих ycлoвияS^лeмм^Vacш^пим^T переменной, удов-
А перемена

п

от
х. Могут ветре™

определению нроетая.''”'^^ ^^о^понента а: равна нулю. По
2) для некоторого подмножества

и{х) > 0 индексов I — {м, . . ., г';} возможно
при = 0 (51)для произвольного i б I.

J
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Обознлчим = (xi, . . . , О, а:*) п представим и(з:) =
= и(Х^') + —и(Х^>)). Функция и{Х^') удовлетворяет условиям
леммы п зависит от {к — 1) переменной, т. е. по предполончению пндз^кцпи

Функция U\{x) =■ и,{х) — 1ь{Х^') также удовлетворяет условиям лем
мы, и для нее снова может встретиться один пз двух случаев. В первом
случае лемма доказана. Рассмотрпм второй случай. Функция U\{x) обра
щается в нуль при Xi^ = 0. Если и{х) =0 при xt = 0, то и uy {х) = о при

= о, поскольку при ятом = 0.
Поэтому для функции Wi(a;) (51) выполняется лпшь для собственного

подмпожества I.
Последовательно переходя к функциям U2{x), пг{х), . .

лее чем I ^ к шагов, придем к случаю (1).
Если функция и{х) удовлетворяет условию Липшица, то при разло

жении ее на сумму простых с помощью конструкции, пспользованноп в
доказательстве леммы 4, любая простая также удовлетворяет условию
Липшица.

Х,‘

после не бо-● 9

fa{Vs)—простые, Vs — вектор, сопостав-Пусть

ленный множеству Д. Определим k{s) для канщого s
Ctft(s) = шш Ctj

и индекс к
(52)Oft = шах aft(s).

, о, . . ) = о для любого V, тоПоскольку fs{Xy^, Ху, Хгч;(«)♦ 1

fs{Vs) —^sXk{s)i Т. е.

(53)■^'0= max LSи '

s=l

Если Oft — постоянный, сильно устойчивый или устойчивый темп роста
общественной полезности u{if)^ то, учитывая (53), легко доказать для слу-

когда и (у) удовлетворяет условиям V, теоремы о магистрали, анало-чая,
гичные теоремам 2, 3 пли 4.

Автор выражает благодарность Е. Г. Гольштейну за полезные обсуж¬
дения.
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