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ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЬ ОБМЕНОВ В ЗАДАЧЕ ВЫПУКЛОГО
ПРОГРАММИРОВАНИЯ

О. В. ГУСЕВ А

( ЛепгиираО )

Для задачи нелинейного программирования

f{x) = max,
auxi + . . . + ainXn = ^1,

(1)

(2)
OriXi + . . . + arnXn ~ b Г»

(3). ,72,

где 72 > Г+1 и/{a:) — выпуклая функхщя переменных, х= {хи. . .,Хп),
естественно рассматривать в качестве возможного алгоритма решения
последовательность решении задач меньшей размерности. Каждая, из таких
«малых» задач есть максимизация функции f{x) по некоторым г + 1 пз
переменных xi, . . ., Хп при фиксированных остальных переменных и при
выполнении условий (2) и (3). В результате решения «малых» задач для
любой начальной точки множества определяемого условиями (2) п
wK строится случайная последовательность х^^К . .  . точек множества 5 > >

В работе [1] показано, что при г = 1 для любого х^^^ 6 t осуществляет
ся с вероятностью 1 сходимость

f{xX^)) max f{x); (*)
xeg

f{x) предполагается при атом функцией вида f{x)~

кость)' выпуклые функции (без

г=1

ограничении на их

где

 глад-

В настоящей работе
бого г ^ 1 для выпуклых дифференцируемых функций и лю-

л  ДО^^^зывается, что сходимость (*) осуществляется с вероят
ностью 1 при любом начальном а:<0) е С. w j -а

сходимости (4:) М0Ж6Т ие быть. Соот
ветствующий пример строится в п 3

1. Пусть f{x) —
(д^1, ● . . , Xfi) 772

выпуклая дифференцируемая функция переменных
772 г; — (тг — т)-мерное

X
— ранг системы (2)

переменных
,

Епространствеподпространство в 72-мерном евклидовом ■
Х\, . . . , Хц, определяемое системой (2); ^ — выпуклое многогранное мно
жество в Ьп, определяемое системой (2) и (3); предполагаем также, что
S  ограниченное множество (выпуклый многогранник); причем последнее
несущественно и может быть заменено,  , _ --- предположением о существованшт
решения задачи (1) — (3); А,- (О < Z < 7/.) — набор каких-
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либо I различных между собой индексов 1,..., п,— пересечение X с пшер-
НЛОСКОСТ1.ГО Xj^~ . . . = Xj =0; грани многогранника ^ расположены в
гиперплоскостях X:i .

Пусть х' в X II i = ii,.. . , ir-и — набор каких-либо г + 1 различных
между co6oii индексов 1, . . . , ?г. Определим подпространство Y^(x') в Хкак
11{юстраиство переменных х — (xi, . . ., Хп), удовлетворяющих системе

= ^1 (^')i (4)

+ . ■ ■ + «rir+i'^ir+l “

Х{ = Xi , i i'l, . . .

^ 1, . . . ,r.a

(5)

(6)

_ Если x' 6 A'j, TO обозначим для двух наборов индексов Т и f через

У J пересечение
Yr (X') = (^') П Хг.

Рассматривая всевозможные наборы различных между собой индексов
а:' 6 X систему

для каждой из гиперплоскостей:
ii,. .., г,.+1 = 1, . , п, построим для произвольной
подпространств 5’* (а;') пространства X и ,

Х“, которым принадлежит х', систему подпространств У

Лемма 1. Для произвольной точки х' ^Х система ^
У^{х') содержит систему векторов, полную в пространстве X; если х 6 Xj,

то система подпространств Yj {х') содержит систему векторов, полную в
пространстве Ху, одномерные грани выпуклого многогранника t, принадле
жат (для любых точек х' па них) некоторым подпрострапствалг Y'^{x).

Доказательство. Пусть х' 6 X. Один из определителей порядка
т системы (2) отличен от нуля, напрпмер,

точки

подпространств

(7)ац , ■ ● ●» ФО.
fl.jr-,1, ■ ●

Покажем, что спстема подпространств
содержит систему векторов, полную в X. Пространство У^--
де.тястся уравнениями

● У

yi '"●^(х'), = г +
-  <r;k(x') опре-

(8)
+ . . . Ч" 0\тХтп airXr + aih^k — )

a:m + ● ● ● + ClmrXr + dmk^h — )mm

(9)
4" ■ ■ ● + 4~ ● ● ■ + O-rrXr + — Ь, {х )

Xi = x-i , i 1, . . ● ,

bj{x') = ajiX\' + . . . -f- djr^r + Q'jh^k.
(10)

Система (8) имеет решение Xi = x/, г = 1,. . . , г, Jr, пространство ее
решений может быть получено, если разрешить (8) с помощью условия (7)

. , Хт, выразив их как лпнейные фупкцпи от
т = г), и считать Xm+i, . .. , ^г, ^к {^к, если

относительно переменных хь . .
Хт+[, . . . , X,, Xk (от Xk, если

г) изменяющимися произвольно. Таким образом, получаем простран
ства У^ (а:'), /с = г-h 1, . . ● . ^ и содержащиеся  в них следующие
т ■■ ■

векторы.

7 Экономика ы математические методы, М 6
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Пространство  содержит прямые Z»m+i, ●.., ^r+i, у едп-
Н11ЧН0Г0 вектора направленного вдоль прямой Li, г  = m + 1, . . ., г + 4;
компонента отлпчна от нуля и компоненты равны нулю при
j ==: т 1, . .. ,n,j ф i.

Пространство (х'), к = г 2, . .., п, содержит прямую Ьн^
у единичного вектора р которой компонента р& отлпчна от нуля, а компо
ненты 1-Ч, i = т 1,..., п, i ф к, равны нулю.

Таким образом, система подпространств * (х'), Л:  = г -{- 1, .. . , тг,
вся система подоространств Y^(x')) содержит (г-1-1 — т) +

{п — г — 1) = п — т взаимно независимых векторов (п — т?г)-мерного
пространства X, образующих в нем полную систему.

Доказательство

(и

второго утверждения леммы проведем для случая
Ji = 1, . .., ji = I, Пусть х' Q Система уравнений, определяющая
пространство  i

ai^ i+ixi+i + . . . + ainXn — bi,

ar, i+ixi+i Ф a,nX
. = a:/ = 0.a:i = ..

(11)
(12)

Если n — Z Z> 1, TO доказательство полноты системы (x')
^  не отличается от доказательства первого утверждения леммы.

Если п — Z г 1, то пусть q = г ф 1 — {п — I), q ^ I, м при g 0
к\, . . . , kq — каким-либо q из чисел 1, . . ., Z. Тогда подпространство

■” {х') для х' ^Х\ I совпадает с X\-,„,i, как это сле¬

дует из сравненпя систем (4) — (6) и (И), (12), причем здесь Ън{х') =
к^\, . . . ,г.

Рассмотрим произвольную одномерную грань многогранника Изме
няя, если нужно, нумерацию координат, можем считать, что прямая £, на
которой лежит эта грань, описывается системой (11), (12) при некотором

о ●< Z <с ?г. Размерность пространства, определяемого системой (11),
(12), равна п — I — пг\, где т\ — ранг системы (11), т\ ^ т, п, так как
^остраиство L одномерно, п — I ~ т\ = 1, п — Z = mi-f-l^m4-
+ 1^г-1-1. Но при п — Z^r-|-1 система (11), (12) определяет,
было показано, для любого ее решения х' некоторое

bhr

как*
подпространство

{х'). Следовательно, рассматриваемая грань принад¬
лежит этому подпространству.

Лемма 2. Если х' Q ^ и 1(х')Фтах1{х), то существует подпростран

ство Y^{x')^ содержащее точки д: б Y'^{x') П для которых f{x) f(x').

Дока Х\\= 2зательство. Обозначим б Еп. Пусть х' бX

f{x) Фтах^(х), 8 — произвольное положительное число и 8 — мио-

/Г ^ ^ я^) > fix'), \\х — х'\\ < г). В силу выпуклости функ-
ч  7(х) и многогранника ^ множество tx', е не пусто. Среди тех гипер
плоскостей X, Xj, которые содержат точку х' и, прп лк>бом 8 > 0, точки
множества е, выберем гиперплоскость Q наименьшей размсрпосы! (пли
одну из гиперплоскостей паимепыией размертгости).

Рассмотрим функцию /<?(д:), определяемую функцией f{x) на Q.
Jq{x) вьшуклая и дифференцируемая функция,

fqix') ф max fqix).
"O f xG о
В точке х' б Q существует ненулевой вектор пространства Q grad <?(z');

любая прямая LnQ, проходящая через .т' и не ортогональная к grad/q(o:').

(13)
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ТОЧКИ X, ДЛЯ которых f{x) >● f{x') и8 > осодержит при люоом

Построим для х' систему подпространств У'(а:'). В силу лемм_ы 1 най
дется прямая Lq п Q, принадлежащая некоторому пересечению Уо(а;') П Q
п пе ортогональная к grad/р(а:'). Следовательно, существуют точки x^Lo,
для которых f{x) > f{x') п \\х — х'\\ < 8, где 8 произвольно мало.

Предположим, что среди таких точек есть при любом  е > О точки х6
Тогда гиперплоскость Q содержит как точки а: 6 так и точки а: ^ для
которых /(а:) > f{x') л На: — а:^! <С 6. В силу произвольной малости 8 и
выпуклости фушхции iq{x) это возможно лпшь, если точка х лежит в ^на
границе Q\ множеств П ^ ^ П где ^ — дополнение к  р в Еп, ^ ̂
и Q\ содержит точки а:, для которых j{x) >● /{а:') и Ца: — а: Ц <8 при лю
бом 8 > 0. По в этом случае граница совпадает в некоторой конечной
окрестности точки х' с гиперплоскостью, удовлетворяющей всем условиям,
определяющим пространство Q, и имеющей размерность, меньшую размер
ности Q. Последнее противоречит определению гиперплоскости Q.

Следовательно, допущение неверно, и все точки прямой Lq, для которых
/(-т) > f{^') и \\х — а:"|1 < 8, принадлежат

Простанство У"о(а:^^^ удовлетворяет всем требованиям леммы 2 относи
тельно пространства У’ [х').

™L'ST, ■: .“i га *;
И переводит ее в точку а:р б если а:^является решением следующей
дачи максимизации

собой

(14)
j{x) = max, X б Y^{x') П

в любой точке х' б I, где f{x') Ф

которой/(а: р) >
Из леммы 2 следует, что

существует обмен [Г], переводящий ее в точку а:р  б для
> f{x'). Поэтому функция точки х'

ср (х') = S (/(^т')-/М)' (15)

между собой индек-
макспмума /(^)ггде суммирование ведется по всем наборам различных

сов i\,..., ir+i, положительна в ^ вcюд>^ кроме точек
(16)

ф(х')>0, /(x')=f=max/(a:).

В задаче (14) функция f{x) дифференцируема; ее /ч
чс-ппе /(х^) непрерывно зависит от правых частей х^ б
ипчепии (4), а они являются непрерывными функциями /.^5\ —
Следовательно, /(а'р) для любого набора индексов  i и
непрерывные функции точки х' в

Определим для произвольной начальной точки ̂
дователыюс.ть обменов п соответствующую слзчхаин^
точек многогранника ^

xW б I случайную после-
последовательность

(17)
х<«), х<'), а:<2)

Занумеруем в каком-либо порядке всевозмо:киые

\lV™e

обмены [i] числами

х'о).

7*
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тасло rife, причем все значения rife = 1, 2, . . . , считаются равновероятны
ми. В точке выполняется обмен с номером life, п за принимается
точка, в которую переводится этим обменом. В случае, когда решение
задачи обмена с номером rife в точке неедпнственно, точка опре
деляется неоднозначно, как любое решение.

Соответствующая вероятностная мера m(Q) в пространстве бесконеч
ных последовательностей номеров обмена ri = (rii, i]2. . .) определяется на
сигма-алгебре измеримых множеств, порожденной множествами впда
rife = г, с условием, что ее значение для пересеченпя ; такпх множеств
равно (1 / N) К

Теорема. Для случайной последовательности обменов  с началом в про-
ивволыгой точке аК®) б в которой /(л:^) ^тах/{а:), с
выполняется предельное равенство

вероятностью 1
-■сес

f{xW) max f{x). (18)
fe-х» .-cGg

Доказательство. Обозначим через множество [х'\ х  б /(х) =
= тах/(х)), ^0 — выпуклое замкнутое множество в ЕгГ, через р(х, ^о) —

расстояппе точки х от множества в метрике евклпдова пространства Е-п.
Пусть задано произвольное е Г> 0. В сплу равномерной непрерывности

функции /(х) на ограниченном зам1шутом множестве 1, <=Е
б (е) >0 такое, что

п, папдется

|/(х) —шах/(х)|<8, если хб^ и р (х, ^о) < б(е).
хб£

Пусть ^8 —множество (х:р(х, ^о) < 6(e), х б^) и
к нему в ^ множество (х : р(х, to) ^ б(е), х б ^).

На ограниченном замхшутом множестве Rz непрерывная функция ср(х)
(15) достигает своего минимума dz. Так как все точки множества R
стоят

— дополнителы
пое

е от-
от ^0 на положительное расстояние , то в сплу неравенства (16)

dz = min ф(х') > 0.
х'6 (19)

(0) случайная последовательность обменов начинается в
^ ^ ь и дает случайную последовательность точек (17). Покажем,
любому 8 > о

,
с вероятностью 1

точке
 что по

существует Лго = Аго(е) такое, что
max /(х) — /(xW) ^ е при всех к ^ ко. (20)

Так как последовательность тах/(х) —f{x^^'>) невозрастающая в силу

определения обмена, то достаточно доказать существование
числа ко = ко{г), для которого

с вероятностью

тах/(х) —/(х^^о)) ^ 8. (21)

Построим для заданного е множества и Rz. Если б то ко = 0.
Пусть X ) б 7?е. С вероятностью 1 осуществляется одно из двух: либо при
некотором к /(х<*>)) б

^  В последнем случае неравенство (19) позволяет доказать [1].
с  вероятностью 1 существует число ^2 = Аг2(е), для которого

тах/(х) — /(х<^5^) ^ Б. Следовательно, с вероятностью 1 существует число

А;о(е), для которого выполняются неравенства (21)  и (20).

/(х<*‘)) <С е; либо при всех Л*только тах/(х)и

что

jt6Eк

а
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Отсюда следует, что с вероятностью 1 выполняются неравенства (20)
одновремопио для всех i п предельное равенство

max j{x) — / -

3. Для иедифференцпруемых j{x) сходимость (18) может нарушаться.
В качестве примера можно прпвестп следзчош;ую задачу [1]

]{х) = /i(.ri, х^) + /2(0:2, Х5) -Ь h{x3, Хб) = max,
/1 (0:1, х^) = min {0:1,0:4}, х\ -1- х2-\-хг = 1,

(22)^0.

(23)

11
0:4 + 2:5 + 2:6 = 1,h{X2, ^5) = -77-^2 +16 8

11
Х6‘, Хг'^0, i = 1,2, ..., 6.0^3 4Мхз,Хб)~ 8 16

Здесь f{x) —выпуклая, непрерывная, недифференцируемая функция
переменных (0:1, . . . , о;б) — а: в г = m = 2. Пространства ) при
всевозможных наборах индексов ii, 1*2, h ~ 1, 2, . .., 6 принадлежат двум
пространствам: Y^’^'^{x') п Y^’^’^{x').

Для точек х' прямой
(24)XI = Ха, Х2 = агб' = о

функция (23) в каждом из пространств Y^>'^'^{x'), Y^'^’^{x')
максимум в самой точке х\ поэтому обмены (1), (2), (3) и (4), р)» 1 Л

значит II любые обмены ii, ^2, оставляют точку х' неподвижной. Ио ^
прямой (24) f{x') ^maxf{x) максимум f{x) достигается в точке xi
а

*6t

= Ха = Х2 = хз — xs ~ хв — 0.
Следовательно, сходимость (18) не осуществляется для любой началь

ной точки = х\ расположенной на прямой (24).
Автор благодарен Л. А. Оганесяну и Б. Г. Питтелю за постанов у

дачи и активное обсуждение.
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