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Замечание 1. Хотя по этому алгоритму п требуется iieujeinie ряда задач транс
портного типа, но решоппе каждох! вспомогательной задачи, как правило, не требует
большого числа шагов.

(А)
Далее, если после /с-и нторацпп А,-, ^ О при всех {i, j) б + р (р — натураль--1

(h)
ное чпело) п, по крайней мере, одно число Ajj — меньше нуля прп (i. /) б +
очевидно, что x^^ тахчже является решением задач £'^+1, Ek Следовате+Р-1.

тоР'
льно,

Мы можем сразу перейти к (А -j- р)-й птерацип, исходя пз плана
(ft+p_i) {к) (Л + р_1) (А)

^h + p-i — j.h II

= щ ; Vjсистемы потенциалов {щ = У; }.

Замечание 2. Можно начинать процесс решеппя задачи (1) — (5) исходя пз про
извольного (не обязательно оптимального) плана х° задачи (1) (4). Решив вспо-

т п

2 2 ^могательную задачу Ei, получим решение хК Если продолжа-

i = i j = i

т п
а)ем итерации по описапиому выше алгоритму. А SS тогдаесли dijXij

1=1 i=l

нужно проверить, является ли x^ решением задачи (1) — (5). Для этого рассмотрим
вспомогательную задачу транспортного типа с коэффициентами целевой функции

прп

при

получим оптимальный план х-.

Если 2 2 то —решение задачи (1) —(5). Если 2 2
*=1 ^=1 ^ ^

рассматриваем вспомогательную задачу, изменив х^  п х-, и так далее
пдеть, что этот процесс также заканчивается через конечное число шагов

получением плана прп котором

ОО

Решив эту задачу, исходя из планат п ’

т п
(« + !) (в + 1)

> d,Xij

<=»1 ;=1

X’ является ИСК01ШМ решением задачи (1) —(5).
и, следовательно.

ЛИТЕРАТУРА

/U ^ ^ ^ программпровапне в техппко-экономтгчсскпх задачах.
9  ''"зука», 1964.

Problem of
Sci. XII, 2 (1964).

transportation in minimum lime. Bull. Acad. Polon.

Поступила в редакцию
14 XII 1967

К ВОПРОСУ ОПТИМИЗАЦИИ ОБСЛУЖИВАНИЯ
В СИСТЕМАХ С ОЖИДАНИЕМ

Ю. Н. Ш у л Ь г А

( Донецк)

■Kwnaif-aa п-ч^т. имбстся пекоторая многоканальная система'массового обслу-
гтплртойггттт* состоящая из конечпого числа каналов, в которую поступает
nfnr. ТТЛ ттлт, требовании с интенсивностью к и время обслуживания распреде-

закону с параметром т~‘ . Требование, поступившее  в сис-
^ * момепт, когда все каналы заняты, становится в очередь н ожидает, пока один

т. 0(Шободится. Длина очереди предполагается неограниченной. Если
канал закончил обслуживание требования
Польше требований, то канал (или

и в системе в этот момент не оказалось
несколько каналов) некоторое время простаивает
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-  I

В ожпдашш поступления требований в систему. Следовательно, каналы могут обра
зовывать очередь в ожидатпга требований на обслуживание. Эта очередь ограгшчеп-
яоп длины, так как число каналов в системе ограничено. Рассматривается стацио
нарный режим работы системы.

При решении задач массового обслуживания возптчает необходимость в опре
делении условии, при которых издержки из-за простоев каналов и ожидания требо
вании в очереди минимальны. Таким образом, одним из критериев экономической
эффективности систем массового обслуживания может служить сумма общих из
держек. Под суммой общих издержек будем понимать сумму издержек от простоя
средпего числа каналов и требований в очереди в единицу времени.

Пусть Vn(a) —средняя длина очереди в системе обслуживания, когда система
среднее число свободных каналов обс.пуживапия; gi —состоит из п каналов; а

издержки от простоя одного требования в очереди в единицу времени; дг—-издерж
ки от простоя одного капала в единицу вредгепи. Тогда функция общих издержек

аП

приппмает вид
(1)Zn(a) = Vn(a)gi-ha„(a)g2,

где Vn(a)<7i — издержки от простоя среднего числа требований в очереди в единицу
времени; Яп (а) -^издержки от простоя среднего числа каналов обслужпваппя в
единицу времени; а = лт — коэффициент использования обслуживающего канала.

Число каналов по, удовлетворяющее системе неравенств

Zno(cio) <1 2пг,—1 (®о) ! 2по(Со) <C^no+l(®o)i

при заданном ао, будем считать оптимальным. Рассмотрим графики функций общих
издержек

(2)

Zk(a) = Vk(a)gi +Cn(a)?a,

к = п — 1, п, п

системе координат aOZ (рис. 1). Функ-
общих издержек (а) определена

непрерывна на интервале (О, к) п аа
концах интервала принимает значения

2a(0)=*S'2, limZft(a)=-f оо. (4)
o-*ft

в
ция
и

Следовааельно, функция Zk(a) име-
вертшщльн>ю асимптоту, уравнение

которой
ет

(5)а

а
О п-1 а. ●I*-!O' пП-!.

Рис. 1. Графики функции Zk{o), к =
= л — 1, п, л -|- 1

 = к.
функция

интервале (О, к) достигает
минимума [1]. Повторяя

показать, чтоМожно
2а (а) на
единственного
Za_i(«)’ получим

аналогичные рассуждения для функции

(0)limZA_i(a) = -Ьоо,Za_i(0) = (k-i)q2,
a-*h

асимптота имеет уравнениеа вертикальная
{7>а = А: — 1.

Так как (8>кд2 > (к — 1)92,

гтЛпк функции Zfe(a) пересекается с графиком функции ZA_i(a) в одпои точке.
HoJJvTOO видеть что сказанное вьипе справедливо и для функции Z^+i(a). Абсциссы
“„X^PHHaS,i<aSix части графика функции 2»(ц), заключенной между точками

c ^ра^ками фунщий Z,_,(a) и удовлетворяют двойному ив-
равенству

то

(9).oa-i, а < а< «а. ft -bi.

Гпйповательно к, согласно системе (2), является оптимальным числом каналов:
значепий’а удовлетворяющим двойному неравенству (9).

^  Абсдиссы точек пересечения графиков функции оощих издержек (Z„_i(a),
7 fa) Z +i(a)) разбивают ось Оа па части интервалами («n-i, п, Яп, n+i) так, что>
”  любого Со найдется такой интервал (Нпо-i. «о, сспо.пв-и), что ао б (Onn-i. п.^г

i) В этом случав оптимальным числом каналов обслуживания является лоу
так как для него выполняется система неравенств (2).

для
а ППо
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Для получения абсцисс точек пересечения графиков функций общих издержек
можно использовать зфавнение

Zn(a) = Zn+i(a),

которое имеет, как видно из рис. 1, один действительный корень, принадлежащий
интервалу (О, п). Так как среднее число свободных каналов (а) равно п — а при
а а п [2], то из уравнения (10) получим

(iO)

Р = v„(a) — v„+i(a),

где р = 92 / — отношепио издержек от простоя каналов и тробоваиий з очереди

(11)

в единицу времени. Построим функцию

Уп. n+i(a) = V„(a) — Vn+i(a).

Областью определения ее служит интервал (0, п). Легко видеть, что функция
Уп. n+i(a) монотонно возрастает на этом интервале  и на концах его принимает зна

чения, равные

(12)

!//pJ
/О hz г-'Зз-ч ч~. У n,n-t-l (0) = о, lim r„.n+i(a)= -f- оо, (13)'//М

а-» 71

ь.о- Таким образом, значения функции
Тп. n+i(a) заключены внутри интервала
(0, оо). Графики функции Уп, n+i(a) пред
ставлены на рпс. 2.

Точки пересечения графиков функций
2п(а) и Z„+i(a) для любого р лежат на
графике функции У„. n+i(a).

Рассмотрим последовательно графики
фулкцип У
системе координат аОУ, представленпые на
рис. 2. График функции У1,2(а) посьордц-
нат ограничивает часть плоскости коорди
нат, и точки, лежащие внутри этой части
плоскости, имеют абсциссы, значения
торых расположены слева от значения аб
сциссы точки пересечения графиков функ
ций 2i(a.) и 2г(а) для любого р. Точно
гак же графики функции У1,2(а) п У2,з(а)
определяют часть плоскости координат

та тагаж—F =
любым положительным чпе-

лом, то ось ординат можно рассматривать как ось р Тогда точки находящиеся bhvt
ри части плоскости координат аОУ(р), ограниченней графиГат^Ункцп??^, , „ а)п Г„, п+1 (а), имеют координаты (Оп, Рп). n_i,nvu;

*' определения оптимального числа каналов системы
"“™“о»оои канала а п отношении издержек р.

а па X™ “1И0НИЯ а. и р.. Найдем па оси Оа значине  а =а па оси иу (р) _ значение р = ро. Пересечение
из этих точек, определит точку плоскости
точка А находится внутри части плоскости
нами фушщий У„,_1, „„(а) и У
интервалу (ап„_,. „„ а„„. „
живаивя является по.

оптимальпого числа каналов системы, црц
ния углп?игг*'??и общих издержек достигает минимума (в смысле выполне-
коопотнат п ? ^ Ро- сводится к нахождению точки плоскости
У ^ (а\ и v°’ внутри области, ограниченной графиками функций

принадлежит графику функции Ун.п+1(а). Этот
октпу ситуации, когда при заданных аир значение функции суммы
из^жрк ” ввналах совпадает со значением функции суммы общих
1ТЛЯ ^ каналах. Если указанная ситуация имеет место на практике, то

каналов обслуживания следует воспользоваться вспо-
очереди, средним временем ожидания нача

ла оослулчивания, средним числом свободных

7.0-

6.0-

5.0-

4,0-

2.0- +i(a) для п= I, 10 вп, п

Z.O-

!.0-

ко- /' Z 3 hо

Рис. 2. Графпки функции Уп. п-м(а)

ао,
перпендикуляров, восстановленных

коордипат Л (Со, ро)- Предположим, что
.^ксордииат, заключенной ме/кду графц-

ло, ло-к(а). Значит, абсцисса точки А принадлежит
о-и). а этом случае оптимальньш числом каналов обслу-

каналов и т. д.
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Изложенная методика определеппя оптимального числа каналов, при котором
функция суммы обпшх издержек достигает мппимулта, достаточно проста п удобна
для пользования при проводенпп расчетов вручную. Для использования ее нет необ
ходимости рассматривать и вычислять финальные вероятности состояний системы
и связанных с пп.ми математических ожиданий, характеризующих стационарный
режим спстемы массового обслуживания. Вполне достаточно устаиовить, что пссле-
дуо.мая система массового обслуживаппя является марковской и, зиая коэффициент
использования капала и отношение издержек, по графикам функции Yn. n+i(a), при-
водеппым па рис. 2, рассчитать оитимальпое число каналов обслуживания.
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ПРОГРАММА ВЫЧИСЛЕНИИ ПА БЭС.М-З ПО ЛЛ^-МЕТОДУ
ПРИ ОТСУТСТВИИ ОШИБОК НАБЛЮДЕНИЯ

В. Г. Л р Л н О В II ч

(Москва)
Даиа матрица [1]

W = (гЛ?)х" (1)

являющаяся произведением матрицы А размерности {п-п) па диагональные матрицы
р S И 5 той же размерности. Сумма алемептов матрицы W в £-й строке равна вели-
«яно zi, а сумма элементов матрицы W в /-м столбце — величине di.

Эти зависимости можно заппсать в векторной форме
Л

r{A'x)s = а 5(Лх)Г =

Уравнения (2) представляют собой основные соотношения ЙЛ5-метода. В поп-
векторном уравнении обозначение А' означает транспонированную матрицу. Для

ческого использования завпспмостей (2) необходимо записать
т. с.

Z. (2)

их в индексовом
ВОМ
практп
виде, -

П П

Sj = df,= Zi

1= 1'~i = i

i; j = 1 n. (3)

Разные индексы у величины х в первом и втором выражениях (3) не должны
в заблуждение, так как она определяет диагональную наперед известнуювводить

матрицу. Кроме того, известной является и матрица c, j, а также векторы z и (1,
поэтому произведение а,их; является ни чем иным, как элементом транспонирован
ной матрицы от матрицы с элсмептом a^Xj. Искомыми волпчинамп
^ „о - /● 7 = 1 п, поэтому запишем равенства (3) в виде

же являются

d}Zi
Sj = (4)Ji =

n

22
i = l} = i

i; / = 1, . . ., n.

Предлагается следующий алгоритм пахождеппя величии rj п Sj.
Зададимся вполне опредолеппыми пачальныагп зпачеиняьш воличппы Sj, ыапрп-

мер, Sj® = 1, / = li ● ●●1 Подставляя Sj® в первые  п cooxHoinennii (4), получим
кие-то значения величин i = 1, л, затем их подставляем в последние

ка-
п со-


