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Глобальные моделп народного хозяйства могут служить опорой но
только при планированпи и количественном псследованпп состояния эконо-
ыикп. На их основе могут быть сделаны и некоторые общие экономпчесхшв
выводы в условиях применимости данной моделп.

В условиях прпмеиимостн моделп качественные экономические соотно
шения между компонентами; проявляются как структурные соотношения

зависящие от конкретизации входных пара-в моделд пли ее решении, не
метров.

Ниже рассмотрен пример вывода некоторых структурных соотиошенпи
между параметрами решения одной распространенной динамической мо
дели народного хозя1ютва, которые непосредственно интерпретируются,
как законы производства в рамках нашей моделп.

1. МОДЕЛЬ С КОЭФФПЦИЕНТАМП ПРИРОСТНОЙ ФОНДОЕМКОСТИ

Рассмотрим динамическую модель леонтьевского тдпа

=  -f ЮАх^ + г/';
где — ?г-мерный вектор валового выпуска в
фициентов прямых затрат, матричный коэффициент пропорщгональностя
между векторами валового и промежуточного продуктов; Дх прирост
валового продукта в году (i -}- 1); у* — вектор «чистого конечного продук
та», основной составной частью которого является непроизводственное по-
требленпе; Ю — матрица коэффициентов приростной фондоемкости кц
=  /Аху, АФ1’’ —ввод новых фондов i-ro вида в году (^ + 1) в от-

(1У:;:tX

году i', — матрица коэф-

расли ]. „ „
При построении модели постулируется, что прирост валовой продукци

в ближайшем плановом периоде пропорционален по объему приросту о
новных фондов, пропсходящему в плановом периоде за счет производств
их в базисном периоде. Иными словами, плановый прирост происходит
только за счет средств, выделенных в базисном перподе. Это п является-
основным недостатком модели.

Матрица Ю обычно имеет нулевые строки п во всяком случае является
ие все отрасли являются фопдо-вырождеиноп. Действительно, поскольку

создающими, числитель формулы для обращается в нуль, если от
расль i не создает фондов. Это обстоятельство затрудняет решение модели.
Однако, как будет показано ниже, последняя модель обладает тем преиму
ществом, что при применепии модели на одни шаг (от базпсного периода

ближайшему плановому перподу) автономно задцется ие, весь векторк
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'«чистого» конечного продукта, а лишь его компоненты по не создающим
●фонды отраслям.

При построении модели необходимо сформулировать следующие допу
щения: 1) матрицы А  ц- К B.Q зависят от х, и у для х 6 (?, Ах б Р,
ly^R, где Q — достаточно широкая область допустимых значений объема
;валового продукта; Р — область допустимых значений для прироста вало
вого продукта; R — область допустимых значений для у\ 2) Ах ^ 0.

Первое условие, собственно, и обеспечивает линейность рассматривае
мой модели; его невыполнение значительно услоншило бы модель и сде
лало бы недействительными большинство выводов, полученных на основа
нии этой модели. Прад^тическое выполнение этих условий со значительной
т:очностыо наблюдается в большинстве случаев. Для отдельных коэффи-
■циентов матриц А ж К это условие означает

дацдац dKij
б)а) в)дхи

dKij
dxh

dAidKij
г) <Р; д) е)

5(Лхл) дук <9(Axj)
Здесь а, р, е, б, у, | — малые параметры, характеризующие заданную

^точность построения модели и зависяпщз от точности нахождения других
параметров рассматриваемой модели пли систел1ы моделей. Удовлетворе
ния условий б), в), д), е) можно ожидать практически всегда. Однако для
условий а), г) необходима проверка
ском материале.

Условие Дх ^ О накладывается для того, чтобы гарантировать отсут
ствие обратных, отрицательных фондопотоков. Действительно, если
Axi® <С О, т. е. Axi® = — | Дхг° |, уравнения баланса для фоидосоздающих
отраслей примут вид

на достаточно широком статистиче-

I + 2hi

тде 0 ^ —число фоидосоздающих отраслей.
Отрасль с номером i вследствие того, что в ней уменьшается, производ

ство, выделяет в систему количество фондов, пропорциональное этому
уменьшению. В действительности этого не происходит, так как, например,
завод, производивший и едпнпц продукции и требовавший для обеспече
ния прироста Ап КАи единиц основных фондов, при уменьшении производ
ства на Аи не может (по крайней мере, не всегда может) выделить в си
стему КАи фондов. Значительно более близким к истине будет утвержде
ние, что если Axj <С О, приростная фондоемкость /-й отрасли по отноше
нию ко всем видам продукции обращается в нуль.

Условие Ах ^ О означает, что модель может применяться только к все-
'Стсронне развивающемуся хозяйству. В условиях социалистического  про
изводства при достаточно крупном агрегировании всегда наблюдается при
рост продукции во всех отраслях-агрегатах. Поэтому для моделей в укруп
ненной номенклатуре не обязательно каждый раз оговаривать последнее
ограничение.

Решим систему уравнений модели, т. е. найдем значения прироста ва
лового продукта в отраслях по известному базисному валовому продукту
и чистому конечному продукту за любой период.

Итак, рассматривается система уравнений

х\ — ДцХ1 их'пХп к\\Ах\ h\rvAxn -}- yi,
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XI = anXi + ainXn -}- кцАхх +.. . + кыАхп + У1,

Xi+i = аг+1, ia:i + . . . + a/+i, пХп -h yi+\>
(2)

= an\Xi + . . . + йппХп + Уп-

При построеппи этой системы I фондосоздаюгцим отраслям присвоены
в отраслевой помепклатуре номера от 1 до I. Последние {п — I) отраслей
не создают основных фондов. В результате только первые I строк матрицы
К являются иепулевымп, и система имеет смешанную разностно-алгебраи-
лескую структуру.

Рассмотрим последние {п — I) уравнений системы

жг+1 = ai+i, ia:i + ... + пХп -h yi+i

Xn

= a-n, \X\ -f* . .. -p CL-nnXn 4~ Уп

или, в векторио-матричной форме х=Лх-^у^ где ж = ...,
У ~ {yi+h ● ● ●, — {п — Z)-мерные векторы.

Xп

Эти уравиеипя не содержат Ах, поэтому равенство (1) как система
уравнений относительно Да; неопределенно. Этой неопределенности можно
избежать, если рассматривать систему (1) для двух последовательных
риодов — базисного и планового.

По состоянию базисного года* (1) имеет вид

прш1ем для фондосоздающпх отраслей

агш

пе-

(3)':^t-lX

(4).

ДЛЯ прочих отраслей

(5)5;/-1 = + у'-^.
Здесь

jJ-l 7.f-i
/C j3 Л-in

.. к<-1
2П

к11 '
(-1
23 »● '

(-1 кк21 »

. kin ■
i-1
J2 '●●●

<-l kiки »
т«-1

где Т — означает транспонирование.
Возьмем первую разыость от равенства (5)

Ai'-i = АА^-^х^-^ + A^-^As^-^ +

* Здесь и в последующем мы часто будем называть период «годом», несмотря
его истинную продолжительпость.

X — Xi > ● ● ● I х\r,t-lу

на>

А.
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ллп
Д5)^-1 = Д + Я'Дг'-1 Н- Д^7^-^,

откуда
= (Л:«-Я'-1)а;^-Ч-Д17'-1;

получаем недостающие [п — I) уравнений относительно Дж^“^ = л:
Эти уравнения можно было получить п иначе.

Действительно, записав последние {п — I) уравнений модели по состоя-
ншо на период i (плановый период)

{E-Ai)hx^-^

= А^х^ + уX

п использовав тождества
= X + ^x^-\ = X + Дх<-1,

получим
{Е — A^■) (х*' ^ + Дх^ или

[Е ^ А^) Дх'-1 = ^' _ (£- _ А^)
Последнее равенство отличается от полученного выше на тождество

О = (^ — А^-^)х^~^ —

(5а)

Действительно

(Л?-Я')Дг‘-> + 0 = у‘— (Е - Л‘)х‘~' + {S - Ж‘~')х‘-'

(Е ~ Ж‘)Ах‘-' =|< _ (g _ Ж‘)х‘-‘.

—

П

TTt-i. у >

ерепишем (4) в форме .

Д:'-1Дг^-1 = {Е — .
Оо7>единпв последнее с (5а), получим, таким образом, систему

ненпй с п неизвестныдш величинами Дхь Дхг,..., Дх

К‘~^Ах‘~^ = {Е — и^~^^{А‘—Е)Ах

п

= (Е — Л‘) х'~1 — у
г-1

п урав-

К (6)

Ооозиачим через ^ составную матрицу, первые I строк которой пред-

а последние (п — I) строк — матрицуставляют собой матрицу
{А^~Е)

K;i-i ^

Л^~Ё ’
s^-^ =

ч^рез * составную матрицу, у которой первые I строк — матрица
(£■ A‘-^}, остальные (п~1)~ матрица (Е — Ж‘)-, через a^-^ - составной

,● t-1 t~i t
{l/ l 5 ● ● ●» I/z , Z/Z+1, .. ., У’п})'^'.

Тогда система примет вид 5^~^Дх^~^ =
Дх'-1 =

так как вполне можно ожидать невырожденности матрицы ранг ко
торой, вероятнее всего, равен п ввпду случайности ее коэффициентов.

Форма системы (6) является самым наглядным доказательством того
что ^матрица {Е — А^), точнее ее подматрица {Е — А^), носит динамиче
ский характер.

Обозначим через TV''* матрицу Построим общее решение моде¬
ли на t

а

(7)

лет вперед, начиная с некоторого базисного года 0.

вектор

откуд

_  t

{Е -Ь 'У' о ■XX
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<-1

\
ji7 = 0 =0

Последняя формула позволяет вьшпслять объемы валового продукта
для любого будущего периода, если даны все относительные параметры до
атого периода включительно, базисный валовый продукт а:®, векторы «чис
того» конечного продукта полностью для всех плановых периодов, кроме
последнего, п коиечиьп'г продукт не создающих основных фондов отраслей
на последний период t.

Перепишем систему (6), записав последнпе (п — I) уравненпй в полу
ченной выше (форме

(56){Е — АО = (А^ - А«-0^*"^ +
(6а)

где
{  \У{  ̂

уЕ— А

Решенпем (6а) будет

1-1G ;●« at rit-i\ А — А

(-1 D V (-1
\- Ау /

пли, если

то
(7а)

Рассмотрим теперь экономнческпй смысл элементов вектора Пер

вые I его элементов гд^-^ = [Е — понятно, можно интер¬
претировать как вектор накопления в фоидосоздаюпщх отраслях, послед

интерпретируются какние (?г — I) элементов + Ду
суммарные затраты па изменение потребления и технологии
ва в расчете на старый объем валового выпуска, т. е. затраты нефонд

непроизводственного потребле-разующпх отраслей, вызванные прпростом
ния п технологическими сдвигами во всех отраслях.

п
экономиче-,  чем определяетсяИз (7а) следует Да:*’

скпй смысл hji как коэффициентов стпмулирующего депствпя параметров
па прирост валового выпуска в отрасли г.

Wi

2. ИССЛЕДОВАППЕ РЕШЕППЯ

Как уже говорилось, модель вида х = Ах + КАх -|-  у имеет
лишь тогда, когда ее решение — вектор Ал: — неотрицателен. 11^ доста
точно крупном агрегпроваипп в условиях нашей экономики Axi >■ U.

Постараемся здесь показать некоторые достаточные условия, при кото
рых данная модель правомочна. Кроме того, частично исследуем структу
ру матрицы коэффициентов влияния выделенных фондов илп потребно
сти в фондах на рост производства валового продукта. При этом будем по
стоянно опираться на следующую лемму.

Лемма 1. Норма матрицы прямых затрат меньше единицы.

смысл
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п

Назовем нормой матрицы Л величину \\А Ц = max 2 i  | *
^  1=1

которая представляет собой максимальную сумму абсолютных величия
элементов матрицы по столбцам. Известно, что выполпеипе условия
\\А II < 1 влечет сходимость ряда + .4 + + .4" +  ● ● ■ к матрице
(Е~А)-К

Докажем, что в нашем случае max 2 < 1-
j

Рассмотрим развернутую схему межотраслевого баланса. Сумма всех
элементов /-го столбца численно равна полному объему валового продукта
/-Й отрасли. Следовательно, сумма элементов столбца лишь по шахматной

части баланса, равная 2

П

меньше этого объема Xj.iX-iJj

i=l
n

Итак, 2 HO Xj не зависит от i и выносится за знак суммы
1=1

xjlaij<;^Xj. Поскольку по определению a;j_;>0, разделим на него обе час-
п

нашего неравенства. Получим 2 любого /, Такти
1=1

п

<^а^0, то Oij — ^aij\ и 2 ^ доказывает нашу лемму.

Рассмотрим
1=1

(п — 1)теперь последние уравнении системы

как

п

(Zjj Axj —
j=i

Перепишем их в форме
Iп

2 Ctij AXj = + 2
j=m

Если обозначить через Q квадратную матрицу (n — l) X {n~l),
ставляющую правый нижний угол матрицы А,

j ̂ ^г+1, z+i^i+i, (^1+1,п\

Axi —
3=1

®1+2, 1+1^^г-)2, 1т 2> ● ■ ^1+2,п

(8>

со-

\ ^пД+1 l^n,Z+2» ●● ● >

то (8) можно рассматривать как систему уравнений относительно Ах[^
^  ' ' ■ матрицей (Е — Q). Норма матрицы Q меньше едпипцы,

апп

П. С>
пп

2 \aij\ < 1, то 2 ° подавно меньше едшшцы.поскольку, если
1=г+1

Но если i|<?l| < 1

Cl (Е-(?)-!:= 2

матрица,  то
оопри

(Е — Q)~^ неотрицательна. Действитель-
по J

где = Е.
1=0

i
ппплГ попятле «норма матрпцы» соответствует этому определеншо. Для-
^  ’ определяемых иначе, лемма может быть неверна.
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Так как матрица Q неотрицательна, неотрицательными являются и все
ее степени, и их сумма. Последнее обстоятельство позволяет нам сформзчтп-
ровать следующее утверждение.

Теорема 1. Если из каких-нибудь внешних соображений игвестна не
отрицательность Axi, i ^ i ^ I, то Axj, / + 1 ^ ^ ц, будут в решении,
модели (1) неотрицательны.

В самом деле, если > 0,1 Z, то и
I

Wi + 2 О'цАх ^ О-
j=i

Но Ах = {Е — Q)~^s, где

1".
S = |ц;1 + 2 UijAxj,.

J=1 i=i

следовательно, Ax ^ 0, t. e. Axj ^ 0, I 1 ^n.
Последний результат представляет собой достаточное условие приме

нимости модели (1) в смысле запрещения отрицательных фондопотоков.
Оно сводит вопрос о неотрицательности всех Да:,-  к неотрицательности
прироста в фоидосоздающпх отраслях. Дополнптельным предположением
являлось условие Wi ^ 0. Оба допущения вполне естественны.

Теорема 2. Матрица Н коэффициентов стимулирующего действия фон
дов обязательно содержит отрицательные элементы в каждом столбце с но
мером, большим I.

Матрица G — имеет ровно I неотрицательных строк. Условивг
G-H = E запишем в форме

2
3=1

1 при i — г,
о при i=j^r.

Используем условие gij = kij ^ 0 при i ^ I. Если  г >> 1, то бгг = 0;
п

2 kijh^r ~ о, мо?кет выполняться либо в случае, когда все Kijhjr = 0,.

либо при наличии отрицате.льных fijr.
Предположим, что наше утверждение не выполняется  и 7-ii столбец

неотрицателен (r>Z). Пусть р-й элемент столбца строго положителен
(хотя бы один иепулевой элемент должен быть в каждом столбце ввиду
невырождеииости Л). Тогда все Kip = 0 для всех г, т, е. отрасль с но
мером р не потребляет при расширении производства никаких основных
фондов, кроме, возможно, фондов отрасли г. Если г >- Z, то в отрасль
.мером р не поступают вообще никакие основные фонды, что невозможно^
Полу^шпное противоречие доказывает нашу теорему.

Практттчески почти всегда найдется отрасль с номером i <а I, такая,
что все kij > 0. В этом случае во всех столбцах Я, кроме i-ro, имеются
неотрицательные элементы. Если же матрица К содержит две строго поло
жительные строки, то отрицательные элементы будут во всех столбцах
матрицы Я.

Налшше отрицательных элементов в матрице Я означает, что некото
рые Wj оказьгвают отрицательное влияние па производство в некоторых
отраслях. То что они есть в каждом столбце с номером, большим I, озпа-

=где

с по-
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чает, что всякое Wj, / I, отрицательно влияет на прирост хотя бы в одной
●отрасли. Если же отрицательный элемент содержится в столбце с номе
ром р, меньшим (ZH-1), то увеличение в отрасли р фондонакопленпя
влечет сокращение прироста производства хотя бы в одной отрасли. Это
явление кажется на первый взгляд парадоксальным, однако ие следует
забывать, что во многих других отраслях при этом прирост возрастает.
Пропорциональное увеличение всех величин Wi ведет  к увеличению векто
ра Дх.

Значительный интерес представляет случай, когда I  = \, т. е. когда
все фондосоздающие отрасли объединены
изводящую средства производства. Результаты, полученные для этого
слзшая, наиболее наглядны и легче поддаются экономической интерпре
тации. Предварительно изучим некоторые

Как уже отмечалось, элементы ее неотрицательны при
\\Л\\ <С 1. Докажем теперь две

J^MMa 2. Определитель матрицы {Е — А) полооюителеп.
Пусть матрица В= [Е — А)~^. Каждый ее элемент неотрицателен,

представляет собой дробь, числителем которой является алгебраическое
дополнение к элементу матрицы [Е — Л), симметричному к определяемо
му элементу В относительно главной диагонали матрицы, а знаменате
лем определитель матрицы {Е — А). Если Е — А ■= С, а алгебраическое
доп^ненне к ее элементу dj обозначить через Cij, то bij = C{j I \ С\.

Положительность bij влечет совпадение знаков величин \С\ и Cij для
1^ Капример, знак Си совпадает со знаком

I  | . Матрица алгебраического дополнения Сп есть матрица того же типа,
что и матрица С, и знак а.дгебраического дополнения к ее левому верхнему
элементу совпадает со знаком Си. Таким образом, знак определителя мат
рицы, получаемой из матрицы типа С вычеркиванием строки и столбца,
содержащих левый верхпий элемент, совпадает со знаком \С\, ибо, как
будет показано ниже, обращение в нуль подобного минора невозможно.
Это обстоятельство дает возможность уменьшения порядка таких миноров
б^ изменения знака. Продолжая этот процесс, получим совпадение знака
[6 I со знаком элемента матрицы С. Так как Ann < 1, то |С| > 0. Чтобы
закончить доказательство, остается объяснить необращенпе в нуль мппо-
ров, рассматривавшихся в доказательстве. Для
нить, что все эти миноры типа {Е — Q)
приведенной выше формуле {Е — (2)“^ = -Ё + .
так как !|(211 <С 1. Из обратимости матриц следует необращепие в нуль их
определителей.

Лемма 3. Алгебраические дополнения
{Е — А) неотрицательны.

Шскольку bij = Cijj \ С\ ^ о, а, согласно лемме 2, \С\ >0, очевидно,
Cij ^ и при всяком i ^ п, f ^ п.

На основе доказанного могут быть сформулированы п доказаны сле
дующие три теоремы о свойствах матрицы Я в случае  1 — 1.

Теорема 3. |Я| =1/ |G| 0. Я рассматриваемом случае I =
рица G шнеет следующий вид:

в единую отрасль-агрегат, про-

своиства матрицы полных зат-

леммы.

этого достаточно иапом-
и, следовательно, обратимы по

ко всем элементам матрицы

1 мат-

КпК12» ●●

^21 1 — Й22» ●●●

1м
— а2пс =

\  ̂п1 ^п2> ● ■ ●»1 — а

Алгебраические дополнения к элементам пе
ПП

рвой строки совпадают с
алгебраическими дополнениями к соответствующим элементам матрицы
С = Е — А и, следовательно, неотрицательны. Разложим определитель
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.’матрпцы G по первой строке | G | = 2 Искомый определитель ра¬
вен сумме неотрицательных велпчип п, значит, пеотрпцателеи. Ввиду пред-
1ПОло>кешю1г обратимости матрпцы G, определитель ее не равен О, откуда
■следует строгая положительность ве.личпны [//[ .

Теорема 4. Элементы первого столбца матрицы Н неотрицательны.
Алгебраические дополнения к элементам первой строхш матрицы G совпа-
.дают с соответствующпмп дополнениями элементов матрпцы С = Е — Л,
■что определяет пх неотрицательность.

Элементы столбца матрпцы Л могут быть вычислены по формуле
]i-^ Cij !\G\ , / = 1, 2, п. Положительность ве.чпчппы |G| доказа
на ранее. Алгебраические дополиеыпя к элементам матрицы С неотрица
тельны по лемме 3. Итак, Лд представляют собой дроби с положительным
знаменателем и неотрицательным числителем, т. е. неотрицательны.

В теореме 2 было доказано существоваппе отрицательных элементов
всех столбцах с номером, большим I. Итак, матрица  Я содернпхт лишь
ЮДИН неотрицательный столбец, элементы которого в формуле для hx ум-
ложаются на прирост основных фондов. Кроме того, можно гарантировать
положительность еще п некоторых других элементов матрпцы Я.

Теорема 5. Диагональные элементы матрицы Н положительны.
Чтобы доказать это утверждение, достаточно показать положитель-

алгебраических дополнений к элементам gu, так как диагональные
матрпцы и представляют собой дробь hu — Gu l\G\,

во

пость
злсмепты

G| >*0; Gu — алгебраические дополнения к элементам gu матрпцы
Матрица Gu пмеет ту же структуру, что п матрица G; теорема 3 уста

навливает положительность определителя всякой матрпцы такой структу
ры. Это л доказывает теорему. Итак, в рассматриваемом случае диагональ-

элементы Я положительны, а элементы первого столбца, по крайней

где
G.

яые
мере, неотрицательны.

Экономическая интерпретация теорем 4 и 5 без труда
осуществлена на основании равенств

бытьможет

Axi— 2/ i = 1,2, ... ,тг.
j=l

В нашем случае wi = ДФ, поскольку представляет собой суммарное
фондовыделенпе единственной фоидосоздающеи отрасли.

Теорема 4, формулирующая неотрицательность l
любого i, 1 ^ i ^ п, показывает, что увелпчеипе ЛФ, прп прочих ̂ равных
условиях, не может привести к спижегшю производства ип в одатоп из от
раслей. Этот факт, экономически питуптпвно прозрачный, количественно
доказывается теоремой 4 при справедлпвостп описываемой модели.^

J > 1, не представляют собой фондов в их явной форме.
Мы говорим о пих как о фондах лишь потому, что в числе основных
предпосылок модели имеется постулат, что к расширению производства

только изменение объема п распределения фондов. Поэтому фондо-

hii дляэлементов

Велпчппы Wj3i

ведет
вая интерпретация велпчин шг, . . ., н?п возможна лишь в рамках данной
модели и имеет, отчасти, вспомогательпый характер. Как уже говорилось,
в нашей модели величины w^, / > U соответствуют суммарной потреоно-
сти отдельных отраслей в средствах на сохранение старого объема произ-

- Теорема 5 утвернщает, что, прп прочих рав-
ббльшей запланирована эта потребность, тем выше

водстла в новых условиях,
пых условиях, чем l .

быть прирост производства в этой отрасли. Последний вывод недолжен
столь нагляден, как предыдущий, но зато и не столь очевиден апрпорпо.
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