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К ТЕОРИИ ЛРОГНОЗИРОВЛНИЯ
ДЕМОЭКОНОМИЧЕСКИХ ДВИЖЕНИЙ *

В. Ф. ШУКАПЛО

(Харьков)

Проблема прогнозирования макродвижеппй в такпх большпх систе
мах, как область, группа областей, государство п т. д., весьма актуальна п
ван<на практпческп. В данной работе предпринята попытка рассмотрения
в общем виде взаимосвязанных естественного п экономического движе
ний. Эти два движения основные. Количественные характеристики дру
гих специальных движений (потоки заболеваний, правонарушений и т. п.)
могут быть функционально «привязаны» к основным параметрам естест
венного и экономического движений.

Рассмотрим вначале эволюционную теорпю естественного движения
населения в плане «чистой» демографической статистики для выявления
тенденций, логически совместимых с общей структурой соответствующих
уравнений.

В наиболее общем случае псторпческой эволюции процесс воспроиз
водства населения описывается интегральным уравнением [1]

00

(1)П;к{Ь)= nm{t — y)r{y,t)dy.
О

Здесь га,к (О — интенсивность рождения девочек, а г(у, /) —перемен
ная во времени t функция воспроизводства [1]

t) = ср(г/, О, i~y),

где ф{у, i)— фертильность женщин возраста у в момент t исторического
времени, 1{х, у, z) — вероятность прожить больше  х лет, имея в момент
I = Z возраст у.

Эволюция возрастной структуры женского населения описывается
плотностью распределенпя [1]

(2)

Пя,{1 — У)1,и(у, 0,t — y)
(3)/ж(г/, t) =

00

J nm(t — y)lm(y,Oj — y)dy
О

Полагая гам(0/^^ж(0 постоянным, можно прогпозпровать эволюцию
возрастпой структуры мужского населения

nm{t — y)k^{y,0,t — Jj )
(4)f»(y, i)

— y)k,{y,0,t — у) dy

* В порядке постановки вопроса.
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Возникает интересный в практическом п теоретическом отношении
вопрос о поведении плотностей распределения f{y, i) с течепие.м време
ни t. Можно ли полз'чпть какие-либо конкретные асимптотические ре
зультаты при неполной информации об изменениях в будущем функций
п{1) II Z(p, О, t — у)? Оказывается, что да. Предварительно укажем сле
дующие из (3), (4) частные результаты.

Для стационарного населения д
— 1{у, 0,i—г/) = 0;atn{t) = п(0);

Ни)Пи) (6)

Здесь Pi — средняя длительность жизни родившихся (девочек, маль
чиков) .

Для стабил1>иого населения

n[t) = «(О)ехр(гоО;
д

Цг/,0,г— I/) = 0; (7)dt

/(г/)ехр(— Гор)
(8)/(У) =

СО

Z(f/)exp(— гоу)йу

Стационарное население является частным случаем стабильного при
равенстве нулю темпа го рождаемости. Отметим, что частные результаты
(6), (8) получил из несколько иных соображении М. Лопеи во время вто
рой мировой войны [2].

Для ряда вопросов важны моменты у-го порядка Cv для возрастов жи
вущих в (i, i~\-dt). Для стабильного иаселення Cv от t не зависит и опре
деляется при данной 1{у) темпом рождаемости го-

GC

уЧ{у)ех^{— гоу)йу
о

Cv(/-o) = (9)
оо

j Z(y)exp(— ray)dijо
Момент Cv(7’o) можно представить в виде отношения двух абсолютно

сходящихся рядов
ООсосо

и=й
^P/i(v)7-0

h
Cv(/'o) = (10)к ^'о

fe =0 h=0

Р/гЧ-'^+l
(И)

к\ (/с^+ V + 1) ’

l{y)dij.

оо

S—I

ОО

(12)Г[ —гДг/)] у

Коэффициенты ук(у) определяются моментами р. длительностей жиз
ни 1ЮДИВШМХСЯ из СООТНОШеИИ!!

Ps —

pn(v) =уДл>)Ро(0),
p,{v) =Yo(-v)p.(0) +Y,(v)Po(0),
p2(v) = Yq(v) P2(0) -h Yl('V) pi(0) + Y2('v) Po(0), (13)
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= Yo(v)P/,(0)

В iipocTGiimoM случае стационарного населения (6)

Yi(v)p,,_i(0) . . . + Ун{0)Ы0).

l-lv+l
(14)Cv(0) = Yo(0)

p,(v+ 1) ■
Дифференцируя/(г/) (8) по Го, получпм

d
/(//|'●o) = /(г/|?●o) [ci{ro)—ij]. (15)

di-Q

Здесь f{y\f'o)—плотность распределения возрастов стабильного насе
ления с темпом рождаемости Го (8). Из (15) следует, что малое увеличе
ние dro темпа рождаемости увеличивает относительную численность насе
ления в возрастной группе (О, сДго)) п уменьшает  в (сДго), оо). В соот-
ветствип с (10) —(13) пмеем для среднего возраста живущих сДго)

\ 4

1И2
(16)Ci{ro) = ̂  }Ml

Из неравенства Бупяковского — Шварца

1-12 < УрзЦ!

1-1 3

(17)

коэффициент перед ?о в (16) меньше нуля. Двух членов ряда (16) доста
точно для оценки Cl (/о) лишь прп весьма малых порядка 0,01 1/год.
В общем случае характер зависимости сДго) от го вытекает из неравен
ства

dCi(7-o)
(18)*Ci2(7-o) —С2(/о)<0

diQ

с увеличением ?-о уменьшается ci(ro) («омолоигенпе»), с уменьшеппем —
возрастает («постарение»). Параметр ?'о точно определяется из уравие-

[3,4]ыия
со

(19)1 = _ ф(1/)^ж(у)ехр(—7*oZ/)d^.
о

Перейдем к оценке возможностей эволюции /(г/, t) на основе общих
соотиошснпн (3), (4). Предположим вначале неуклонный прогресс
жеини смертности, т. е.

в сии-

(20)Ну, о, t2 — y) > Ну, о, ti — у), h и.
Так как 1{У, 0, 1, то прп этом неизбежно существует предел

\imHy,^,t~y)=H{y). (21)
;-*оо

Функции НУ‘ ^ — у) не-прерывны по у при любом I. Так как 1{у, 0,
t)— монотонно убывающая функция по у, причем Z(0, 0, t) = 1, а Z(oo, 0,
t) z= о, то и Ну, о, ^ “ Z/)— монотонно убывающая по у ф>т1кция, по край
ней мере если выполняется условие (20)

1{У2, о, г —г/2) < 1{у\, О, г —z/i), У2 > г/1,
образом, функция 1{у, 0, t — у) обладает всеми обычными

свойствами функции выживания, а ее дополнение до  1 является обычной
функцией распределения длительностей жизни родившихся
I — у. Из (22) следует, что предельная функция выживания К{у) моно-

(22)

Таким

в момент
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ТОНКО убывает по у, т. е.
К{У2) < 1ЛУ\)^ (23)У2 > Уи

причем ^,(0) = 1 п Z,{oo) = 0.
Относительно характера прпблпжеипя 1{у^ 0, t) к 1,{у) можно предпо

лагать равномерную сходимость. Действительно, исключая по физическим
соображениям скачкп-разрывы в 1^{у), т. е. полагая К{у) непрерывной,
можно доказать равномерную сходимость Z(i/, 0, t)  к /.(у)
ном интервале (0, °о). Пусть задано любое s !> 0. Выберем такое у, что
при г/ > р Z.(y) < 8. В конечном интервале [0, у]  в соответствии с теоре
мой Дини из непрерывности 1,{у) п 1{у, 0, t) и положительности 1{у, 0,
^2) — 1{у, о, ii) при ^2 > следует равномерная сходимость 1{у, 0, 1) к
К{у). Значит, при t > io(e) 1,{У)~1{У, 0, i) < е  в [0, у]
но, II в (0, оо),

Наиболее сложен вопрос об интегрируемости 1{у, 0,  t ~ у) и вообще
уЧ{у, о, t~y) прп V = о, 1, 2, . .. в бескоие^шом интервале (О,
ществовання pv в настоящее время и непрерывности 1{у, О, i) по у и t не
достаточно для обоснования копечыостп pv в будущем {при условии про
гресса (20)). Поэтому мы просто постулируем естественное условие

уП{у, 0,t — y)dy = —^V + 1

на оескопеч-

а слодователь-

). Су-ОО

со

Pv+i (i) < 00. (24)
о

В силу (20) |Xv+i(i) является монотонно возрастающей функцией t.
Вопрос о конечности или бесконечности предела pv+i(0 прп t
ется, строго говоря, открытым.

Рассмотренные выше модели стабильного п стационарного населения
чрезмерно идеализированы. Более реальной (20) — (24) для целей

оо оста-

прогно
за демографических движений может быть модель квазистационарного
населения, которую мы определим условиями

n{t — у)Пш (25).
^-►со

= 1,
nit)

limZ(y, О, t) = Z. (у). (26)

Условию (25) удовлетворяет широкий ■
логарифмическим ростом (убыванием) и тем более кривые с «насыщени
ем» типа «логистической» кривой Ферхюльста — Ппрла. С учетом (3)
(4), (20), (26) и (24), (25) имеем асимдтотикп при Z

Цу+1 (^)

(v + l)pi(Z)

Структура формул (27), (28) аналогична >
для стационарного населения, что оправдывает термин «квазистациоиар-
ное население» (к.с.н.). В соответствии с (28) имеем для среднего возра-

буд ^ коэффициента вариации 6/(Z) возрастов живущих в {t, t -\- di)

класс кривых со степенным и

оо

/(Z/,0 (27)

Cv{t) (28)

структуре формул (6), (14)

асимптотики
М^) 1

2pi(Z)

Г 4цз(^)щ(^)

Ci{t) (29)

I’/j

6f{t) (30)1
3P22(Z)
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Здесь bi{t) — коэффициент вариации длительностей жизни родивших
ся раиьше момента t

1Ч2●  1-^2 (О

Учитывая (17), мижио утверждать, что всегда для к.с.н. в будущем

1 (36,(0 = 1)

1
(32)0,577,б;(0> уз

а средний возраст живущих несколько больше половины средней длитель
ности ЖП31Ш (29). Таким образом, независимо от частных и трудно пред
сказуемых деталей доведения 7i{t) п 1{у, 0, t) в будущем модель к.сл1. (25),
(26) дает довольно устойчивую в цело.м форму «возрастной ипрампды»
tiy, О-

Аналогично плотности распределения f{y, t) возрастов живущих в {t,
t dt) можно рассмотреть плотность распределения g{y, t) возрастов
умерших Б [г, f Полагая для упрощения аналитической техники
дифференцируемость по у l{y,0,i — у), можно записать ●

д
^(^/,0,г—г/)n{t — y)

ду
g{y. 0 = (33)

00

д
l{y,0,t — y)dyn{t~y)

дуо

Для к.с.н. в соответствии с (25) имеем асимптотику при t со

д
(34)l{y^t—y).§{y,t)

ду

Таким образом, для к.с.н. плотность распределения g{y, t) возрастов
умерших все точнее с течением времени t определяет плотность распре
деления длительностей жизни родившихся в i — у. Общий коэффициент
смертности k{t) можно определить наиболее строго как отношение
умерших в [^ i + 1] к числу живших в 1]

числа

<+1 оо
д

d\ ПтЦ — у) 1{У, 0,l — y)dy
ду

(35)k{t) =
t+i00

n»i{t — y)l{y, {i^ — y)dy-\- {l)d\nж
0

Здесь I [у, О, I — у) — средпевзвешенпое из функций выживания
1т{У, 0, \1 — у) пЫу, 0,1 —ij):

т{у, 0, у)= 0. '5~i/)+ О, I — у)], (36)

где ki — отношение числа рождении мальчиков к числу рождений девочек.
Для к.с.н. в соответствии с (25) имеем асимптотику при t

k{t)

00

1
(37)1 + й; (О

Так, при jli(/) ^80 лет будем иметь k{t) ~ 0,0123, пли 12,3 смертей в
t -h 1] па 1000 живших в [i, i -f 1].
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По данным 1958 г. [5], общий коэффициент смериюстп k{i), нечис
ленный как отношение числа умерших в (1958, 1959)  к средней числен
ности населения в (1958, 1959), имел значения: СССР — 7,2, Канада —
7,9, США — 9,5, ФРГ — 10,8, ХПвецпя — 9,6, Япония  — 7,5, Франция —
8,9, Австралия — 8,4. При этом средняя длительность жизни >[ужчш1
|д,1 = 63—70 и женщин pi = 68—73, что соответствует в  среднем ц =
= 69—70. Это говорит о том, что указанные страны находятся в разпы.х
стадиях переходного процесса и весьма различно удалены но k{t) от
асимптотического состояния в модели к.с.п. (37).  В блнжа11ший период
следует ожидать повышения k{t).

Весьма ва/кное значение для целей плаиировашгя снабжения людских
разными «благами» н оценки потенциальных трудовых ре

сурсов имеет величина x(yi, ji 2, t\, t^) суммарного времени жизни людей
возраста у^\ в [^i, is]:

контингентов

^2 2/2

lri{l~y)l{y, о,Т(1/1,У2, ^Ь^2) = d\ — y)dy. (38)
t yi

Общее количество умерших в возрасте [yi, уг]
выражением

[t\, is] ощэедолитсяв

V2
д

^{yuV2,tut2) = d\ ^(^,0, — y)dy. (39)
дуt ?/1

Для целей судебно-демографпческо!! статистики ва?кси прогноз обще
го числа правонарушений в интервале [ii, is] будущего в
группе [у1, Уз]. Соответствующее число М{у
ражением

возрастной
1, У2, t\, t-i) определяется вы-

^2

■^1/(2/ьУ2, ^1,^2, )= [Л^ж(0 f;i<{y.t)hn,{y.t)dy
t Vi

Vi

fM{yJ)h„{y,t)dy]dt. (40)

Здесь A(y, t)dydt — среднее количество правотгаруиготши, совершае
мое опр^еленным полом (м, /к) возраста (у, у-\-dy) в интервале време
ни (i, а N{l) —общая численность населешш данного пола

оо

Niu{t) = П;г< [t — и) 1пЛУ- о, i — у) dy: (41)
о

оо

Л^м(^) = «ж {t — y)h{t~y) (у, о, i — у) dy.

Здесь All (i — у) _ отиошепие числа рождений мальчиков к числу рож-
дении девочек в гттервале (i — у, i-j-di—у). С учетом (3), (4), (41),
(42) выражение (39) v / v v />

(42)
о

можно представить и в виде
ti Vi

^ {y\->y2,t\, tz) — dt (i 1/) [^ж (у, о, i — у) h-,n (у, i) -[-
Г| J/l

'Ь All {t ~ y) i,, (y, 0, t — y) Дм (y, t) ] dy. (43)

A
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Для ^1/(г/1, г/2, и, t2) МО/КИО получить асимптотику (в рамках
к.с.н.) II ввести ряд упрощешп!, таких, как

ki{t~ у)=кг,
hyuiU’t)

к-2.
K{

модели

(44)
yJ)

Здесь ki л к-2 — усредняющие константы. Моячно принять, папрпмер,
= 1^06 II /с2 = 0,20. Интересно, что в целом параметр к2 обиаруячнвает

довольно четкую псторпческую устопчивость. Так, еще Кетле [6] указывал
на среднее зпачеппе к2 = 0,20. Для ofliioii: болыпо1г ппдустрпалыго!! областп
за период 1961--1966 гг. было ^2 = 0,21. (Колебания по годам от 0,25 до
0,15 с тенденцией си1ике1шя к на
стоящему прсмепп.) С учетом уп-
рощенш'г (44) для модели к.слг.
имеем асимптотику

W^-n(t,y,,l/2)

l(t,n,6ll)^{УиУч. tu4) {li2 +
^2 i/2

[t)dt L{y)hyy{y,t)dij,nж
I

J(45)
где t (y) — средиевзвешешгое из
предельных функций выживания
^>4у) II hi{y)-

/\ /ч ч
Z

!п

(у) + /^1^м(у) 1
Ну)

1С2 + к\
(46) I

1{у) обладает всеми обычными
свойствам!! фупкцпц выжпванпя:
I (0) = 1; I (оо) = о п т. д. Весьма
показательным следует считать от
ношение числа правонарушений М{у\, ji 2, i\, h) к суммарному времени
ншзнп «потеициалыгых правонарушителей» т [уи Уч, U, h)

S361 65 67 t

Рис. 1. Выборочные рсалпзацпп пестацпо-
Hapiioii случайной функции П(^, j/i, ]/:)

J/s

{lz2 + kx) dt nm{t — y)K{y, t) I {y, 0, t~y)dy
ii Vi

.  (47)k3{t\,t2,yx,y2)
^2 V2

(l-l-A:,) dt n^{t~y)l{y,0,t — y)dy
t\ I/I

(^2 — = const) имеем асимптотикуДля модели к.слг. при ^l оо

I/J

кч + к[ nm{t)dt I {у)Н:{у ,t)dy
h bl

(4S)k3{ti,t2,yhy4) Уз

Цу)^нnm{i)di
i V\

Ha рис. 1 представлена эволюция фуикцпп n{t, у\, у2)==кг{1, 1,
Уи Уч) по одной большой областп для всех возрастов в целом (практпче-
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ски 14—64) II группы 14—17 лет за период 1961 —1967 гг. Удельный ?ес
в населении возрастной группы 14—17 лет оп])еделялся методом пере-
двпжек из данных переписи 1959 г. Почти весь период 1961—1967 гг. ха
рактерен существенным повышением удельного веса возрастной! группы
14-17 лет (в %: 4,06; 4,86; 5,75; 6,20; 6,38; 6,40; 6,30) , что, естественно,
сказалось на динамике удельного веса этой группы правонарушителей
(в %: 3; 3; 3,8; 5,4; 6,3; 9,0; 7,3). Анализ графиков на рис. 1 убедительно
свпдетельствует о значительно больших неравномерностях,
людалп более 100 лет назад Кетле [6], Майр [7]. Социальные

чем это нао-
рнтмы уско

рились, в процессе коллектив
ной адаптации видоизменяют
ся правовые нормы, что в
больших системах вызывает
процессы «перерегулирова
ния». Этим объясняются
«пики» в 1961 п 1966 гг.
(рис. 1). Тем более актуаль
ны задачи прогнозирования
п управлеипя соответствую
щих нестационарных (в обыч
ном смысле теории случайных
процессов) моральных двпже-

0,6

0,0

D,Z

о В iZ т

Рпс. 2. Выборочные функции распределеппя
длительностей т времени изоляции: 1 —1961 г.,

2 — 1965 г.

«7Келезные частоты»,
время наблюдаются лишь
чпвость измеримых параметров моральных движений в быстро развиваю
щихся больших системах имеет место, однако количественные характе
ристики этой устойчпвости должны выражаться более сложными функцио
налами, чем традиционные «дроби». Несомнепно, что даже чисто внешнее
описание наблюдаемых фактов с помощью совремеппых математических
методов может быть проведено па более высоком уровие, чем во времена
Кетле. Однако решающим продвижением должно быть создание теорети
ческих моделей, объясняющих сам тип статистики определенного явления
В технической теории надежности такой подход уже иамечеп [9—13] ^
В качестве актуальной задачп укажем па необходимость построения моде-

распределения n]iaBoiiapymennn по пх тяжести. Так, из данных судеб
ной статпстпкп по одной области обнаружилось, что распределение времен
изоляции <?(i) (в среднем пропорциональных тяжести правонарушении)
довольно точно подчиняется экспоненциальному распределепшо (рпс. 2).
Лишь для малых сроков, порядка 1—3 лет, «^-характеристика» имеет
горб, высота которого примерно в 2 раза выше основного постоянного уров
ня. Можно в первом приближенил принять

НИИ.

восхптпвшие в свое время Кетле, в настоящее
в частных деталях [8]. Несомпепно, что устой-

лп

1, т о,
(49)Q{x) = i-Q{x) = 0.(1- ю

Здесь |о — доля осужденных к иным мерам наказания. Этот эмпири
ческий факт может быть объяснен теоретически. Особое внимание мы
уделяем моделям естественного вышивания для людей [1, 11], полагая,
что из великого опыта смерти можно извлечь важную информацию и о
глубинных и непосредственно нелзмеримых процессах, определяющих
общую «напряженность» существования людей в больших системах, ко
торая в свою очередь не может не влиять на ряд моральных н вообще де-
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моэкоиомическпх движений. Известно, что тип функции
1{х, о, t) людей в процессе исторической эволюции почти ие меняется.
Существенно изменяются лишь численные значения параметров в 1{х, О,
t). В [11, 12J построена следующая модель выжнваипя физического эле
мента, подверженного процессу старения: «прочность» R{x) с возрастом
X монотонно убывает; «нагрузка» S{x) представляет собой дискретную
последовательность случайных импульсов. Смерть наступает в момент
первого превышения «нагрузкой» -5 (г) «прочности» Для
дели составлено точное дифференциальное уравнение, решение которого
[11] определяет 1{х) в следующем общем виде

выживания

этой МО-

оо

/(2') = ехр| — j h{z)dz. (50)

Здесь рДп, л:), р,{ц, х) — плотности распределения 5(д:) ц Й(а;) в воз
расте X. Соответственно.

00

(51)

/Д2:)— (ПЛОТНОСТЬ потока импульсов, в общем случае зависящая от воз
раста X и в математическом плане совпадающая с плотностью восстанов
ления в теории восстановлеппя. Из (50) сразу
иптенсивиости отказов («силы смерти») Я(д;)

следует выражение для

СО

Х{х) = Цх) J Л(л,а:)рД1],а:)йц. (52)

Для людей {х > 30 л) можно пр1шять

h{x) = /о = const,
Л(П, з:)-- ехр(—Ш1),

рЛа. = 5[л —-^(2:)]
R{x)=^{i~Bx).

(53)

Условия (53) предполагают иезавпснмость распределений РгЬь
Рз(л, 2:) от возраста х п, кроме того, линейное убывание физических сил
с возрастом, что в общем соответствует фпзиологпческпм фактам [14].
С учетом (53) имеем для А, (2:)

}.{х) = а ехр(6а:)

а = /оехр(—у),

Ь = уВ,

(54)

(55)

(56)
7 = ар. (57)

Такой вид ^(2:) в (54) хорошо подтверждается опытом со времен Гом-
пертца (1825 г.) [1, Важно здесь то, что параметры а п 6 получили
физическую расшифровку. Отметим, что связь менщу ап Ь (55), (56)
гласуетсл с данными ООН [1-±J по л(2;) для стран разного уровня разви
тия. Важным «скрытым» в ^населеппп параметром является частота /о
«нагрузок», влияющая на оощую «папряжетгость» существования
людей. Зарегистрированные серьезные заболеваппя определяют
часть от /о.

Большая часть /о> по-виднмому,
[15, 16]. Определяя пз опыта а и Ъ [1]

со-

масс
только

может быть отнесена к «стрессам»
I  II принимая снижение «жизиен-

4  Экономика п математические методы, М 3
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ных сил» равным 0,85% за год от 30-летнего уровня [14], можно найти
«запас прочности» у (у — 10,5 для мужчин, у = 11,8 для женщин, СССР,
1959 г.) и оценить «скрытые» частоты /о. Так, для СССР оказалось, что

11,7 1/год (мужчины),

14,4 1/год (женщины).
Таким образом, частота нагрузок, воспринимаемых женщинами, в сред

нем на 23% выше, чем у мужчин. Качественно это согласуется с приво
димыми в литературе данными о боль
шей подверженности женщин «стрес
сам» по сравнению с мужчинами. Так,
указывается [17], что в заболеваниях
(очевидно, регистрируемых) процент
«стрессов» у мужчин 33%, а у жен-
Щ1гн — 50%. Ближайшая перепись
(1970 г.) позволит вскрыть динамику
/о (О и проверить ряд корреляционных
гипотез, в частности о факторах мо
ральных движений.

Внедрение аналитических методов
дает возможность охватить более ши
рокий диапазон демографических явле
ний и обнаружить ряд существенных
фактов, трудно выделяемых методами
непосредственного счета. Приведем не
сколько аналитических результатов
для области статистшчп смертности.

С учетом (54) 1{х) описывается двойным экспоненциальным распреде
лением

/о={

ji m.iolдх10

8
9=80

V
6

9=009

9=901 1Z

А
о  W 20 30 90 50 з: лет

Рис. 3. Плотности распределения
времени донштия мужского населе
ния СССР: с = 3,22-10-\ й = 7,06-

●10-2 1/гОД

г(а:)=ехр|— — ехр(6а:)—1 |. (58)

В соответствии с (58) функция дожития 1{х, у) в возрасте у опреде
ляется как [1]

1{х, у) =
1{х-{-у) ( а г

— ехр(6^/) ехр(6а:) }■= ехр - 1 (59)Ну)
д

Графики Н^>У) У — представлены на рис. 3дх

(СССР, 1959 г.). Плотности распределения времени дожития имеют до
вольно своеобразный вид, почти линейно возрастая до модального време
ни дожития и далее довольно круто убывая до нуля. Модальное время
дожития xmodiy) оказывается линейно убывающим

Xraod(y)= У.— У {у<у,).
При этом Xiaod {у) существует лишь при у < где

с возрастом у
(60)

1 ь уВ ●In (61)В У  /о . ■

Беря [1], получим для мужчин у, = 76,5, а для женщин —
0^,6 года (СССР, 1959 г.). Математическое ожидание остатка жизни в
возрасте у получено в [1] и имеет вид

а

{х{у)}:=~ -̂
а а

— ехр(6?/) J Ei I —_ехр(6г/) .
ехр (62)
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Рис. 4, 7 — ззЕисимость модального времени дожития
мужчин от возраста у; 2 — зависимость математиче
ского ожидания времени дожития мунсчин от возраста

у: а = 3,22-10-4, ь ^ 1Дод

50

00
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20

W

30 50 70 90 У

Рис. Ъ. 1 — зависимость модального врсмепи дожития
женщин от возраста у\ 2 — зависимость математиче
ского ожидания времени дожития от возраста у:

= 1,08-10-4, * = 7,95-10-2 1/год

Здесь £'г(—д:) — табличная интегральная показательная функция. Наи
более простой вид (62) принимает при у — у*

,  , о, 595
{оо{у,)) =~j-

Для мужчин <(у.)> = 8,3, а для женщин —7,5 года (СССР, 1959 г.).
Вероятность позднего дояштия х(у^) ><д:(р«)> универсальна н равна
0,44. На рис. 4, 5 представлень! графики armod(y)  и {х{у)\ построенные
по аналитическим формулам (60), (62). Точки Р п Q  — своеобразные ме
ридианы, в которых a^rr.od(?/) “ I/ п {х{у)У = у. Отметим еще, что начи
ная с точки N (59 лет для мужчин, 69 —для женщин) {х{у) >> Хшой{у)-

Информационный анализ характеристик смертности намечен в [И].
Изложенное дает, по нашему лгаешпо, достаточно полное представление

а =

(63)

А*

L
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оо аналитических возможностях прогноза демографических движений,
анализа существующих закономерностей, делгогрпфтгчоско!! ув>1зки ряда
ЛГОрПЛЫГЫХ ДШ1ЖС1ШЯ

C046TafeMuii с биофпаичоскпмл и
репные уравнения естественного дшгжсппя нс полны (не замкнуты) без
учета уравнении экономического ДВИЖеиии, один из измеримых и паж-

mCTOii» димографическонрамках «’ статистики,
социальными моделями. Одпако [>ассмот-

ных параметров которого душевой нациоиалькыи доход.
Анализ фактических данных о динамике душевого национального до

хода в СССР [18] }{i) позволяет положить в основу сглаженных теидец-
цип роста /(г) (исключаются виутреииие циклы с периодом порядка 4—
5 лет, по-впдпмому, инвестиционного типа [3]) однопродуктовую модель
типа Кобба — Дугласа [19, 20]. Однако
ее в такой

мы постараемся детализировать
степени, чтобы иметь возможность: 1) прогнозировать ряд за

кономерностей демоэкоиомпческого двпженпя; 2) выявлять оптимальные
внутренние взаилюзависимости такого двпжеш[я в соответствии с тем плц
иным критерием оптимума.

Итак, введем «мгновенный» национальный душевой доход J{t), рав
ный отношению созданного в {t, t dt] дохода Q{t)dt к суммарному вре
мени жизни населения в [^, i -|- dt\, т. е. к Р {t) dt,

Q{t)Hi) = m)
Pit)

P{t)=Nn^t)-\-N,,{t) (65)

где N-^{t) Л/^м(0 определяются в (41), (42). Введем часовую произво
дительность q(t) для «производительного» населения [7’(0]* Тогда

и

Q{t)= [T{i)]q{t)-q{l). (66)

Здесь т] (i) — доля рабочего вромепн в общем времени жизни. Произ
водительное население [Г(г)] <1 T{t), где T(t) —^ контингент всех трудд_
Щ^ся, существенно меньший P{t). Демографическая расшифровка PU)

{t), [Т(г)] дается выражениями *
СО

P{t) = jn,^{t~y) 0,t ~ у) ^ ki{t ~ у)1^^{у, 0,t — y)]dy (67)о
оо

T{t)= n,i,(t — y)[lyn{y.0,t — y) (t, у) +>ж
о

{t — y)ki (у, 0,t~y) у) ] dij, (68)
со

[T{t)] =J (i - y) [l„, (г/, 0, i - !/) |„, (t, y) U{t, У) +
0

+ ki{t — y) h, {y,0,t~y) y) (f, ^) ] dy. (69)

Здесь —доля трудящихся возраста [у, у + dy) ко всему наседе-
шгю этого возраста (для каждого пола), а ^(г, ?/) —доля производитель
ных раиотников возраста (^, у -\- dy) ко всем работникам этого возраста
(для каждого пола). Основные значимые величины |(i, у) падают па

лщетвующие в момент t юридические трудовые интервалы (16
1и—ЬО лет).

Су-
55 или

I
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Введем функцию р(^), определяющую долю пропзводптелыюго насе
ления во всем населешш

[^(01pW= (70)
P{t)

С учетом (67), (68) имеем для к.с.н. следующую асшгптотпку p(i) ]

-1
[^/н(^/) |ж(^1 у)p(i) ~ (l-lim “Г ^^iPim)

О

+ к]1ух{у) {t, у) у)]dy к (71)

в отиошеппи функций 1^, у) л у) мы воздержимся от гипотез.
Тем ио менее из (71) можно получить ряд двухсторонних оценок для
р(^), если задаться самыми общпмп границами для \ {t, у) и ^(i, у).

Положим производительность q{t) пропорциональной некоторой сте
пени фондовооруженности g{t)

q{t) = a{t)g^{t) = a{<})a{t)g^{t). (72)

a{t)
a(0)=l,a{t) = (73)

a(0) ’

G{t)
(74)

[T{t)] ’

где <j(i) —общий объем пропзводствешгых фондов в момент t. Подстав
ляя (72) в (66), найдем

(75)(2(0=а(0)а(0л(0[Т’(0]‘-‘'СЗ(^).

Получили однородную функцию 1-го измерения по Т и G, типа изве
стной производственной функщш Кобба — Дугласа.

Будем полагать, следуя Л. П. Горькову [21], приращение основных
t -1- di] пропорциональным национальному доходуфондов dG (i) в

Q{i)dt, причем коэффициент пропорциональности y{t) будем считать
функцией времени t, что распшряет воздюжность управления процессом

dG{t) = y{i)Q{t)dt 0<у(г)< 1. (76)

С учетом (75) получаем следующее дифференциальное уравнение дп
намики основных фондов

(i)
(0)7(i)a(i)riW[7’(i)]‘-f<Gf>(i); G(0) (77)= G„>0.

Разделяя переменные и интегрируя, найдем

— а
dt

Go exp Га (0)5 а (а:) У (а;) Ц (ж) , Р-1,
(78)G(0 = t

Gj-P + й(0)(1 - Р) 5 а (а:) у (а:) Ц (ж) [Т{х)\
1-Р 1-[5dx Р^1.

Для развитых стран типично р <С 1, т. е. возрастание G(t). Подставляя
G{t) в (75), находим скорость Q{t) роста национального дохода п, следо
вательно, «мгновенный» душевой пацпоиальиый доход  7 (/) (64)

j(t) = a{0)a{t)r\{t)p{t) [Г(г)]-Р X
Р

X G„'“'^+«(0) (1 - |3) faWvHri W [Т{х)у-Ых 1-Р (79)
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Исследовалпе динамики j{t) данного выражения (не содержащего,
нравда, ri(i)), дается в [22]. Здесь мы лишь затронем кратко очень труд
ный вопрос о критерии оптимума демоэкономнческого развития. Этот
вопрос неизбежен, так как даже при фиксированных  р динамика j{t) не
однозначна ввиду возможности разного выбора «управляющих» функций
y{t) (экономическая политика), р (i) (демографическая п экономическая
политика).

Представляется возможным в качестве первого приближения следую
щее построение целевой функции демоэкономнческого развития.

В интервале {t, t dt) «среднее благо» dC естественно полагать про
порциональным некоторой степени национального душевого дохода
[]{t)diY' И'некоторой степени {[ц — т|(0]<^0^’ не рабочего времени, со
держащего в себе «свободное время» *

dC = 7(0®'[л — л(^)]®'(^^0®‘‘''®'-

Здесь л — доля суток за вычетом физиологической нормы (сон, еда и
т. д,). г\ близка к Va.

Естественно полагать 0 <С ei < 1 и 0 <1 ег <С 1, так как ценность благ
имеет даже тенденцию к насыщению с их увеличением. Формально наи
более целесообразно считать, что благо dC пропорционально отрезку вре
мени жизни di, что сразу дает ei-|-£2 = 1. Следовательно, окончательно

dC = ;(0®(Л ~

Суммарное благо в интервале [<i, ^г] представляется интегралом

(80)

(81)

ta

C{tuh)= nt)^[^-y\{t)V-^dt. (82)

Интервал [ij, ^2] может выбираться, например, равным среднему вре
мени дожития живущих в данный момент t\.

Данная целевая функция C{t], более общая п, по-видимому, более
целесообразная, чем предлагаемая в [23] целевая функция, учитываю
щая только потребление. Важно также отметить, что C(t\, h) всегда
симизируется при тех или 1шых ограничениях. Например, можно пола
гать y(i) заданной, р(^) — заданной п варьировать только т](0- В общеы
случае возникают довольно сложные вариационные задачи, требующие
применения ЭВМ пли тех или иных npH6HnHtoirnbix методов. Однако
это уже чисто техническая часть. Для наглядности полученного крите
рия оптимума найдем оптимальное Цо в классе простейших кривых
Л (о = const II весьма узкого интервала [^i, ^2], такого, что интеграл п
(79) мал по сравнению с Go^~^. В этом случае оптимальное Цо является
точкой экстремума простой функции

мак-

ф(ц) — П)*"®. (83)

Дифференцируя, находим оптимальное цо

Т]0 = ЕУ].,

Можно показать, что это число е в общем случае большого интерва-
^2] ^вляется иижпей границей оптимального Цо- Ыапрпмер, для

е = V2 и ц = 1/2 имеем щ ^ V4. Наибольшие трудности заключены в
оценке «скрытого» в населении параметра е. Для оценки е требуются
конкретно-социологические исследования в духе классической теории

(84)
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риска [24] ц ее модификации [25]. Итак, демоэкоиомическая система
описывается совместной системой уравнений (1), (2), (67) — (69) и (79)
с обязательно!! детализацией функций выживания 1{х, О, t) п фертпль-
ностп (р(у, i). По крайней мере эти функции зависят от двух параметров:
душевого дохода j{t) и территориальной плотностп населения p{t) =
= P{t) IS, причем

4>{yJ) = Ф[г/, j{i), P{i)]^
^ темп f Vo)a -

(85)

l{z, 0, t) = L[x, j{t), p{t)].
(86) 2

/m I9S5Последние соотношения
являются корреляционными

о
1951\2 h \ 6 9Л1 3 J

И не отражают годичных слу
чайных колебаний. Напри
мер, те.мп изменения общей
рождаемости* в СССР (1951—
1966 гг.) представляет реа-
лиза1щю случайного процес
са (—7,5%, +б7о) со смеще
нием в область отрицатель
ных значе1[ий (рнс. 6).

Специализация корреля
ционных соотношений (85),
(86) очень трудна, хотя это
уже «внутренние» трудности «замыкания» системы уравнений демоэко-
номпческой системы. В отношении влияния j (i) известна гипотеза акад.
С.Г. Струмилипа, влияние p{t), по-видимому, качественно согласуется
с основаниями «логистической» кривой Ферхюльста — Ппрла, но, конеч-

динамика популяции Р(0> вытекающая из совместной системы демр-
экономических уравнений, неизмеримо более сложна. Система демоэко-
помическнх уравнений допускает, по крайней мере, частичную оптпмиза-

крптерпю (82)), прогнозпрованпе демоструктуры.

-2

-9

-В

-8

Рпс. 6. Темпы изменения общей рождаемости
(1951-1966 гг., СССР)

но,

цшо (например, по
включая медицинские и правовые аспекты существования населения.

ЛИТЕРАТУРА

1. В. Ф. Шукайло. О некоторых общих математических вопросах теории падеж-
демографпческой статистики. Экопо-чика п матем. методы, 1967, т. Ш,пости и

вьш. 4
2. М. L о р i п. Note sur L’etude theorique de la population adulle. В kh. L. В u q u e t.

L’optimum de population, 1956.
3. 0. Ланге. Теория воспроизводства и пакоплеппя, М., Изд. ппостр. лит.,
4. Курс демографии под ред. А. Я. Боярского. М., «Статистика», 1967.
5. Р. Пресса Народоиаселсчше и его изучение. М., «Статистика», 1966.
6. А. К е с л е. Социальная система п законы, ею управляющие. СПб., 1866.
7. Г. М а и р. Законосообразности в общественной жизни. Тамбов, 1884.
8. Н. Н. Копдрашков. Природа и характер статистических закономерностей,

изучаемых в крпмпполопш. Сов. государство п право, 1966, № 11.
9. И. Б. Герцбах, X. Б. Кордонский. Модели отказов. М., «Сов. радио», 1%Ь.

10. Б. С. С о т с к о в. Физика отказов н определение интенсивности отказов. М.,
«Сов. радио», 1966.

11. В. Ф. Шукайло. О всроятностпоп модели одного класса отказов элементов тех
нико-демографических систем. В сб. Материалы VIII конференции УЗПИ, Изд-во
Харьковского гос. ун-та, 1968.

1963.

L



392 в. Ф. ШУКАИЛО

12. В. Ф. Шукай л о. Класспфпкацпя моделей «нагрузка — прочность» н обоспова-
ппе типов функций распределения ресурса мехаппческпх элементов. В сб. Проб
лемы надежности в строительной механике. Вильнюс, 1968.

13. В. Ф. Шукай л о. О физическом обосиованпи и конструировании типов функ
ций распределения в теории надежности. В сб. Труды семинара секции надеж
ности совета по кибернетике АН СССР. М., «Сов. радио». 1970.

14. Б. С т р е л л е р. Время, клетки, старение. М., «Мир», 1964.
15. Г. С е л ь е. Очерки об адаптационном синдроме. М., Медгпз, I960.
16. Н. X ар ват. Адаптация и стресс. Чехословацкое медицинское обозроппс, 1964,

XV.
17. 10. П. Лисицын. Современные теории медицины. М., «Модицпиа», 1968.
18. А. 11. А п ч II ш к IIII. 10. В. Яреме и к о. Темпы и пропорции экономического

развития. М.. «Экономика», 1967.
19. В. Э. Шляпеитох. Эконометрика к проблемы экономического роста. М.,

«Мысль», 1966.
20. Л. В. Капторовпч, А. Л. В а й п ш т е и и. Об нсчислешш нормы эффективно

сти па основе однопродуктовои модели развития хозяйства. Экономика и матем.
методы, 1967, т. III, вып. 5.

21. Л. И. Горьков. Однопродуктовая экономическая модель и анализ экономиче
ской эффективности капитальных вложений. В сб. Математический анализ рас
ширенного воспроизводства, 1962.

22. В. Ф. Ш у к а й л о. О математических закономерностях взаимосвязи экономиче
ского ц демографического роста. В сб. Дсмографшхескпо псследоваипя К, Изд-во
Ин-та экопомикп АН УССР, 1970.

23. Я. Тинбэрхэп,
«Прогресс», 1967.

24. О. Л а II г е. Оптимальные решения. М., «Прогресс», 1967.
2о. В Ф. Шукай л о. К теории пндивпдуальпого и коллективного риска В сб

Материалы VIII копферепцпп УЗПИ. Изд-во Харьковск. гос. ун-та, 1968.

Поступила в редакцию
5.VIII.1968

X. Бос. Математические модели экономического роста. М.,


