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ОПТИМАЛЬНОЕ ДЕРЕВО ТРУБОПРОВОДНОЙ СИСТЕМЫ
О. А. И Е К Р А С О В А, В. Я. X А СIIЛ Е В

(Москва)

Трубопроводные системы в городах п промышленных центрах служат
для снаб/кеиия потребителе!! теплом, водо11, газом и представляют собой
сети, состоящие пз множества соединенных участков  н узлов. В зависи
мости от требуемо!! падежностп системы сооружаются разветвленные сетп,
со схемой в форме дерева, п кольцевые, со схемой  в форме частичного
графа с циклами.

Под 0!1тималы1ым деревом трубопроводно11 системы следует понимать
ориентированный связный * граф без циклов, отвечающ!1п оптимальному
распределеппю потоков жидкост!! или газа между вершинами (потребите
лями н источниками), с заданными у ипх расходами  п при их фиксирован
ном расположен!!!! на плане. Общим критерием оптимальности здесь слу-
ИН1Т -минимум суммарных приведенных затрат на сооружение и эксплуа
тацию системы трубопроводов, включая затраты электроэнергии па пере
качку транспортируемо!! среды. Поскольку онп зависят не только от про-
тяжонпостей, по и от диаметров труб, т. е. от распределения !!агрузок по
отделмгым потребителям, pemei!iie рассматриваемо!! задачи пе равносильно
поиску так называемого «кратчайшего дерева».

При опт1!малыюм проектпровапии разветвленных ceieii пахожденпе
()ит11мал1,ного дерева соответствует решению задач!! о паивыгоднейшей
трассировке сетей, которая па практике обычно решается на основе инже
нерного опыта интуиции. Применение математических методов и
для сложных систем обеспечивает заметный экономически!! эффект.

Для кольцевых сетей нахождение оптимального дерева соответствует
решению известной задачи напвыгодпепшего потокораспределенпя.

Аналогичная задача формулировалась В. Г. Лобачевым для экономиче
ского расчета водопроводных сетей в 30-х годах [1] прнмеиптелыю
к использованию метода Лагранжа. Однако отсутствие вычислительных
средств II необходимой теории не позволило получить ее решение. Для
условий ручного счета было предложено упрощение, заключающееся в вы
боре произвольного потокораспределенпя [1—4].

Пусть известна возможная схема (частичный граф) .мпогоконтуриой
трубопроводной сети с нумерацией ветвей г=1, . ..,р (ребра), узлов
/ — 1, . . . , g (вершины) и независимых контуров с = Заданы дли¬
ны ветвей II расходы в узлах Qj, а также пеобходпмыГ! набор удельных
стоимостных показателей и гидравлических характеристик.

Прнведеппые затраты 3 = И аК руб1год, где К — каппталовложеппя
в сеть ц сопряженные с ней объекты; // — ежегодные издержки производ
ства по сетп II о — нормативны!! коэффициент эффективности, могут быть
пыраж'ены как функция пско.мых диаметров труб (rf;) и расхода энергии
(Э) в источниках п подкачивающих подстанциях.

Предварительно принимая заданным значение расхода энергии в сп-

ЭВ'М

* Условие связности соблюдается строго только при одном источнике пптаппя.
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схеме, решаем задачу па минимум капитальных вложоипи

Такое предварительное предположение требз^ет последующего выбора
величины расхода энергии Э для оптимизации параметров сети. Это усло
вие в предлагаемом методе удовлетворяется на следующем этапе оптими
зации при пахожденпп диаметров труб оптимального дерева [5]. Таким
образом, предлагаемый метод состоит из двух этапов: выбора иаивыгод-
нейшей конфигурации сети и определения оптимальных диаметров. Дан
ная статья посвящена первому этапз'’.

Для получения целевой функции используются: а) стоимостная функ
ция W = f{d) руб1м, аппроксимирующая зависимость удельных капитало
вложений от диаметров труб; б) зависимости гидравлики пли газоднпа-
мпкп вида di = cp(a:f, hi), где Х{ — расходы в ветвях; hi — напоры между
началом и концом каждой ветви с давлениями Pj и Pj+\ соответственно.
Для несжимаемо!! жидкости /г,- = Р; — Pj+\, а для изотермических  потоков
сжимаемого газа hi = Pf- —

Таким образом, оптплшлыюе потокорасиределение отпочаот мшшлтуму
нелипе1пюго функционала

I' (-ii, . . . , Хр, h\, . . . , hр)

при соолюдении первого и второго законов Кирхгофа

(1)

АХ = Q, (2)
вь = вн (3)

Здесь X, Ь искомые векторы-столбцы расхода и напора; Н — вектор дей
ствующих напоров на активных ветвях (для riacciiniroii цепи И = 0); Q —
вектор заданных расходов потребителе!! и пропзводителыюстей источни
ков; А = {aij}, ajj 6 {-J-1, —1, 0} — заданная схелюй матрица цидпдопцпй
ветвей п узлов размерностью р X ((? — 1); В = {б,с}, б {Н-1, —1. 0} —
матрица инцнденщп! ветвей и независимых контуров размерностью
Р  [oj- Рассмотрим свойства минимизируемого функционала. Капиталь
ные затраты по сети представляются в виде

и

£' ^hfi{di),F =
i=l

где стоимостная функция для непрерывной модели выражается как обычно
«I + bidr, о,{Iiidi) = о, d = 0

Дискретность шкалы стандартных диаметров и отвечающих им показа-
елеи стоимости при необходимости может быть учтена позднее, после
ахожделия оптимальных расходов в ветвях дерева, при определешт эко

номических диаметров разветвленной сети [5].
ависимость диаметров от напоров ц расходов для квадратичного за

она гидравлического сопротивления (h = sx^) выражается как *
  di = \рхПц~НГ,

гпттг1оп'^«^ сетей, характеризующихся течением жидкости в доквадратпчиоп области
сопротивления {k = sx- при n < 2), может бытьзависимость вида '

использована

что не изменит сущности предлагаемого метода оптимизации.

А



429ОПТИМАЛЬНОЕ ДЕРЕВО ТРУБОПРОВОДНОЙ СИСТЕМЫ

где г|) — ипрамотр шероховатости труб; а — показатель, который в зависи
мости от 11])лпято11 эмпирической формулы для коэффициента сопротивле
ния трения имеет значение 0,18—0,2.

Рассмотрим минимизируемый фуикциоиал без учета постоянной состав-
ляюще11 каииталовложетип Принимая во внимание предыдущее, его
можно представить в виде

р

f(x,h)=£
2am , —am

hi (4)
i=l

где Л,- -= — экономическая характеристика ветви.
Нетрудно видеть, что существует некоторое критическое значение по-

= V-2a [2—4]. При > тир функция (4) выпукла по всем
|{{)ордш1атиым направлениям, а при т < тир, что характерно для боль
шинства практических случаев, функция выпукла по направлениям hi
и вогнута по направлениям я:,-. В дальне11шем рассматривается именно этот
случай.

Вели найдены некоторые апачеипл давлений в узлах Pf (п, следова-
Т0Л1.ИП, hi), соответствующие М1Г1ШМуму функциопалп (4) и огрянттчештпм
(3), то для нахождения искомых значений а:,'’ необходимо МНППМИ.'ШрОВаТЬ
BoniYTbiii функционал Р(-т, h°) при линейных ограппчешшх (2).

Как известно, вогнутая функция ДОСТЦГаст своего минимума в вершине
выпуклого многогранника, определяемого систсмЫг линейных ограниче-
iiiiii. В пашем случае вершиной лшогогранника является дерево графа,
описываемого матрицей А = Это видно из того, что при ранге
рпцы А, равном д — 1, п при р неизвестных опорное решение содержит по
мопсе р — (q — 1) пулевых компонент, что равно чпелу хорд * избраннои
системы независимых контуров заданного графа. Следовательно, решение
поставленно!! задачи должно находиться среди множества деревьев трубо-
проводпо!! системы.

Далее используется свойство топологической структуры цепей как элек
трических, так п гидравлических, в силу которого  в рассматриваемой зада-

пелипейпого программирования можно исключить из системы ограни-
h линейных уравнешп! второго закона Кирхгофа и заменить их

единственным уравнением (энергетического баланса)  в виде бплпиепной
формы

казателя m кр

мат¬

че
чешш

(5)Х-^Ь = э.

Рассмотрим открытую трубопроводную систему с ненулевым вектором
<? в upaBoii части уравнения (2). Замкнем ее введением дополнительного
зависимого узла п фиктивных ветвей с заданными расходами п получим
активную цепь с пулевыми расходами в узлах.

Разблеппе множества ветвей на два подмножества — хорды и ветви
дерева — позволяет представить матрицу ннцпденцпй ветвей п контуров
в виде

ЕВ = в д

где Ех — единичная матрица хорд размерностью к X к\ Вд — прямоуголь
ная Л5атрица совпадснп!! ветвей дерева и независимых контуров размер
ностью \q — 1) X к.

* Хорда — ветвь, принадлежащая не более чем одному незавиепмому контуру;
удалением хорд цз схемы получаем дерево. Таким образом, каждому дереву отвеча
ет своя система независимых контуров.
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Соответственно этому разбиению векторы расхода, напора н де11ствую-
щего напора представим как

Хх h,.X Нх
Х = h = Н =

ЬдX нд д

Р1спользуя приведенные обозначения, уравнение второго закона Кирх
гофа (3) для активиоп цепи можно представить в виде

ВдНд.

Условия материального баланса, согласно первому закону Кирхгофа
(2), для замкнутой цепи при Q = 0 выражаются уравнением [6]

Хд- = Х\,Вд.

Умножая обе части уравнения (3') на вектор-строку Хх”^ слева, гюлу-

ЕхЬ ВдЬд = ЕхН; (30X ~

(6)

чнм
Xx^Exhx Ч“ Хх’ВдЬд = Хх^ЕдНх Н- Хх^ВдНд

II с учетом (6) имеем
Xx"hx 4- ХдЧ1д = ХШ = Э

что совпадает с уравнением энергетического баланса (5). Следовательно,
для замкнутой гидравлической цепи показано соответствие системы огра
ничений (2) — (3) системе ограничений (2) — (5). Таким же образом не
трудно показать н обратное, т. е. эквивалентность систем (2) — (3) и
(2) (5). В основе излагаемого далее метода лежит использование системы
(^ранпченпй материального н энергетического баланса (2) — (5). Задача
формулируется следующим образом: naiiTU минимум функционала (4) при
ограничениях (2) и (5).

Рассмотрим задачу при Xi = const н переменных напорах hi. В этом
случае перед нами задача на условный экстремум для функционала (4)
- условий (5). Функция Лагранжа для

7

II нее
г

hiXi,
i=l

Отсюда
дф дР 2am , —am—1

h( ■l ^- hXi = — amniXi -)- %Xi = 0. (7)i
dhi dhi

Решая уравнения (7) относительно напоров, имеем
2am—11 1 1

h^ = a:.am+i x

Подставив выражение для hi в (5), получим
множителя

u?n т1

значение неопределенного

1 затп ~111

Е Ц7П+1 ат|г1
XiX am-rl — am т1 JT i

i=l

И выражение для оптимальных напоров
-11 2«т—I 1 ЗатV

Еam т-1 гэu?n . 1 am +1 . um-^l
Xhi - XiI i

1=1
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Подставив полученное значение /г,- в (4), имеем
зат l-f-am

_атпт1 атпт1
JCj Xj ●

1Р

Е-amF = d (8)
i=l

Минимум функционала (8) обеспечивается при достпженпп минимума
выражения

1 затпР
_ат7гт1 am т1 (9)

i=l

Следовательно, есть возможность свести отыскание оптимального де
рева трубопроводно!! спстсмы К решеншо задачи нелинейного программп-
роваппя: naiiTii минимум F* при ограничениях транспортного
АХ = Q, Xj ^ 0. При о < am < Vs, т. е. для характерных условий
^ < пьнр, эта задача пмеет вогнутьпг функционал и является мпогоэкст-
ремалык)!!.

Когда значением постоянной составляющей капиталовложений нельзя
пренебрегать, можно получить аналогичный вывод для минимизируемого
функционала, рассматривая его на множестве ветвей Q, у которых d > 0.
Б эи).м случае вместо функционала (4) имеем

типа

_  , . . 2am, r-am
F = У {aik А-ПгХг hi (4'))

i€n

И соответственно вместо выражения (9) мпнпмпзируемый функционал
пмеет вид

1 зат
-|1тат

(9')aFi.F* = а7Ит1am-iT
Jti Xi

isn

Сравнивая выражения (9) и (9'), видим, что без учета постоянной
составляющей выбор оптимального дерева инвариантен относительно энер
гии системы. Учет же постоянной составляющей, как следует из (9'),
приводит к необходимости варьирования значения энергии системы при
выборе оптимального дерева.

Для решения задачи был выбран метод перебора вершни, сходньн! с пе
ребором, принятым для транспортной сетево11 задачи, поскольку глобаль
ный II все локальные минимумы вогнутого функционала находятся в вер
шинах выпуклого многогранника orpamiHeinrii.

Алгоритм, реализованный на ЭВМ, позволяет находить несколько таких
локальных минимумов. Дерево, соответствующее наименьшему из ипх,
принимается за оптимальное.

Проведенные расчеты для многих кольцевых трубопроводных сетей
показали, что значения функционала, существенно отличающиеся в пре
делах всего множества возможных деревьев, незначительно разнятся по
абсолютно!! величине в точках локальных минимумов. Для просчитанных
схем при 300—400 найденных локальных минимумах расхождение в зна
чениях функционала не превышает 1,5—37о, что объясняется пологостью
функционала в области глобального лишимума. Это подтверждает эффек
тивность использованного приближенного метода.

Алгоритм нахождения оптимального дерева состоит из нескольких
птерац1П1.

Каждая итерация начинается с построения дерева начального прибли
жения (так называемый «опорный план» в транспортной задаче), удов
летворяющего заданным ограничениям материального баланса. Дерево
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начального приближения находится методом, подобным построению опор
ного плана в сетевых транспортных задачах. Измепенпе нумерации вершин
позволяет получать различные исходные планы. Таким образом, для реше
ния описанной мпогоэкстремалыюй задачи используется модификация
метода случайного поиска исходного прпблп/кения п сочетании с локаль
ной оптимизацией.

Построенное дерево хранится в памяти машины в виде вектора с q — 1
компонентами вместе с соответствующим ему значением функционала Fq'.

Затем выполняется процедура замены ветвей дерева хордами с целью
уменьшения величины Fq*\ для каждо11 хорды строятся две цепочки из
ветвей дерева таким образом, чтобы образовался замкнутый контур. На
пример, для хорды с началом и концом в узлах Д и jh+i строятся цепочки
от этих узлов (пока не попадем в
пости /o/i; /1/2; . .Jk+\; . . . ; /,,/о- При
ветви отбрасываются. Далее каждая

вершину дерева /о) в виде послодопатсль-
замыкаиип контура одинаковые

ветвь, вошедшая в этот замкнутый
контур, замещается хордой jhjh+i путем вычитания расхода на OToii ветви
из расходов на всех прочих ветвях данного контура. Полученные расходы
служат для вычисления нового значения F[*. Если F\* С Fo% переходим
к этому новому дереву п процедура замены продолжается для него. Когда
для одного дерева начального приближения все хорды просмотрены ука-
aainibiNf способом, в памяти машины остается дерево с наименьшим значением F* из всех рассмотренных варпантов .

На этом закапчивается итерация. Следующая итерация начинается по-
CTpueJiiiGM нового дерева начального приближения  п весь процесс повто
ряется для пего.

В результате работы программы па печать выдается окончательный
вариант дерева с наименьшим значением функционала пз всех получеы-
ных-^мпипмумов, а также общее число всех просмотренных вариантов.

Программа, составленная для БЭСМ-2М, позволяет рассчитывать сети
с числом узлов q ^ 127 и ветвей р ^ 465.

языке АЛГОЛ-60 дает возможность рассчитывать на
bduiVl-4 сети размерностью Ър 22д 2064 [7].

Авторы выражают олагодарность С. М. Мопшоппчу за участие в обсуж
дении раооты.
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