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При попытках тошюго решения задач календарного планпроваппя воз
никают серьезные трудности, связанные главным образом с быстрым рос
том объема вычислений по мере увеличения размерности задач. Задачи,
представляющие практический интерес, имеют, как правило, больш^чо
размерность и в общем случае не поддаются решению точными методами.
Применение таких методов зачастую не только затруднительно, но п не
всегда оправдано по следующим причинам: 1) экономическая п техноло
гическая информация имеет весьма невысокую точность, на практике
пользуются лишь оценками, поэтому ценность точного решения, получен
ного в предположении, что информация является достоверной, в значи
тельной степени теряется. Чтобы с уверенностью пользоваться получен
ным точным решением, нужно доказать его устойчивость в отношении из-
лгенепия исходной информации, а эта задача не легче первоначальной;
2) затраты на поиск точного решения могут значительно превышать да
ваемый им выигрыш.

В последнее время все большее внимание привлекают приближенные
методы, и именно такие, для которых объем необходимых вычислений уве
личивается с размерностью задачи прпблизптелыю линейно, что позволя
ет решать задачи большой размерности [1, 2].

Большой опыт применения таких методов математического моделиро
вания для исследования сложных динамических систем показывает, что
часто они оказываются не только достаточно эффективными, по н единст
венно возможными.

Опыт применения метода Монте-Карло для решения задач средней
размерности описан в [3]. Эксперпмеиталыю показано, что с помощью
указанной процедуры может быть получен достаточно хороший план, од
на:^ примерно такой же план можно получить, применяя правило кратчай-

операции. В [4] делается попытка найти оптимальную х^омбииацию
локальных правил календарного планирования производства 7п изделий на
п стайках, используя самопастраивагощуюся на вероятностной основе
программу для ЭВМ. Задача решается на минимум календарной длитель
ности плана, однако изложенный метод является универсальным п мо
жет быть использован для решения задачи в другой постановке. Локаль
ными правилами календарного планирования авторы называют такие, ко
торые могут быть использованы рабочим-стапочииком  и требуют от него
только знания работ, ожидающих своей очереди перед его станком. Суще
ствует бесконечное число локальных правил, п выбирать следует лишь то
из них, относительно которых можно сказать, что их использование с точ
ки зрения данного пропзводства целесообразно.
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В этой же работе исследуются абстрактные примеры  п в качестве ло
кальных правил берутся модификации двух наиболее популярных правил
распределения работ: SIO — кратчайшей операции и LRT — по паиболь-
racii трудоемкости невыполненных работ.

Выбор этих правил не случаен. Экспериментально показано,
миоглх случаях при решенпп практических задач теории расписаний
SIO — наплучшее из обычно используемых локальных правил. Достоин
ства его в том, что [5, 6]:1) в течение заданного промежутка времени
оно обеспечивает выполнение наибольшего чпс.ла операций; 2) улучшает
использование рабочей силы и обеспечивает наибольшую загрузку обору-

что во

дования.
К недостаткам этого правила обычно относят неооходимость знания

продолжптельиостеп времени выполнения операций. Чувствптель-
плапа к ошибкам в оценках указанных

точных
ность длительности календарного
времен в условиях применения правила SIO явилась предметом специаль

исследований. Б [7] (на примере исследования двухоперацпонного
большие ошибки в оценке длитель¬

ных
процесса) показано, что пе слишком
ыостей работ не оказывают сугцествепыого влияния на величину кален
дарной длительности плана.

Представляется, что
nnii это влияние будет уменьшаться.

Недостатком правила SIO является еще и то, что в условпях его прп-
бработка отдельных деталей может задерживаться, что часто

нежелательно [5]. Существуют различные способы кошенсацип
; способов сл^'жпт сочетанпв SIO с другпм пра

способствующими «выравниванию производства»,

мере увеличения числа обрабатываемых пзде-по

менения о
весьма
этого недостатка. Одним из
вплом пли правилами

”“Йспош,зуя™10 и LRT, Фишер и Томпсон [4] исследовали четыре
«o6cf ̂ учешш II показалп, что обучение возможно, что комоинацпя пра-
Бнл даеГрезТльтат лучший, чем лучшее из правил или чем ^1учаиныи вы
бор длГобработки изделия из числа ожидающих очереди. В то же время
резуль?а?ьГобучепия не намного лучше результатов, полученных с по-

"'Т нГоящой°Габо« ГиТыГа"я"приТлиженный метод определения
В  локальных правил продпочтения, использующий

спо-

оптпмальпои
идеи игр автоматов м-

Изложим этот метод на примере решения
«классической» комбинатор-

н  каждая операция

производилась па каждом - --ков

одном станке °бР““™в»а По^ед^щая операция каждой детали
обработка не может быть прер ' „ предыдущей. Маршруты обра-
может быть начата лишь по ыатрица^технологичешшх маршрутов
боткп деталей Фиксированы Я . представляет собой номер станка,
обработки детален /, ц /оталп, i = 1. . . . , ш; / = 1. ● ● ● , /,
па котором производится 7 я Р^Д ^ элемент lij которой представляет
и матрица длительностей ? гш детали. Требуется найти

„Гслё’дГтель^остс обработки деталей, для которой длительность
капендарпого плана была бы «нппмальпош

Расстютст “сличай Применения Л локальных правил предпочтения Р,
1 ассмотрпм случа Р которое необходимо принять при составлен

илшш.?аГо ^рЙ“шрности матриц / и г. т, е. iV = ш  X /. В процессе

деталей. Каждая7/1

деталь

задачей типа /п X п X J.
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производства перед каждым станколг образуется очередь деталей, ожидаю
щих обработки. Под решением понимается выбор из очереди для обработки
определенной детали. В нашем случае этот выбор производится в сос)тлет-
ствпи с одним из правил; Р\,Р2 ,Pr. Таким образом, план может быть
задан (не всегда однозначно) в виде последовательности правил где

принимает одно пз значеншг Ри . . . ,Рц; g = I,. .. ,N. Общее число та
ких последовательностей равно Приведенная ниже схема решения
позволяет определять очередность использования этих правил, близкую к
оптимальной.

Очевидно, нет никаких оснований считать гюлучеппы!! план близким
к глобальному оптимуму. Определяется лишь план, близки!! к условно оп
тимальному. Под условно оптпмальны.м понимается план, оптпмальиг.п! в
условиях применения правил ^1,^2, . ● ■ , Рп.

Предположюг, что паша цель — получение плана длительности ио
более to. Длительность плана t является функцией  N переменных, т. о.

^ = г(51, . . . ,5дг). Для определеппя последо
вательности правил {5g} {Sfi = Р[, . . . . Рп,
§■ = 1,. .. , Л' ), при которой длительность пла
на t не превышала бы заданную U, воспо.ль-
.зуемся cxeMoii, изображенной на рпс. 1.
Здесь Л], Л2,. . . “ одинаковые пезависп-

[8]. Каждый

t,

Si
мые стохастические автоматы

i-to автомат управляет значением одпоп пере
менной. Отметим, что в [9, 10] такая схема
была предложепа для нахождения экстрему-

функций многих переменпых (пецелочпе-
леипых). Эксперименты показали, что с по
мощью коллектива независимых стохастиче
ских автоматов с лине1)[ной тактикой можно
определять минимум функций овражного ти
па с заданной точностью. В предположении,

что используются только два локальных правила (7?  = 2), подробно рас
смотрим случай применения в качестве автомата Ag,  g = i,— ,N, прос
тейшего автомата с форшфуемой структурой [8], определяемого графо.м
(рис. 2). Это автомат с двумя состояниями. Общим для всех автоматов

является ве.чичппа {t — ^о). Выход канщо-

Sz

ма

Ая

Рис. 1

входом Р
автомата принимает два значения (Sg = Pi,p2).го

, -г

Дуги означают переходы пз одного состояния в дру
гое; р и ? ~1 — Р — вероятности соответствую
щих переходов; состоянию 1 соответствует выход
Р], состоянию 2 — выход Рг.

Если p = (t — to)/tQ, то нетрудно видеть, что
использование такого автомата в указанной схеме

эквивалентно итеративному методу решения за-
целочпслеипого программирования [11] в случае, когда в области до

Р\

Рис. 2

дач
ГУСТИМЫХ решепи)! нужно найти решеппе, обеспечивающее значение це

левой функции, не превышающее заданное.
Действительно, значения 0 и 1, которые могут принимать переменные

значениям Р\ ir

J

в задаче целочисленного программирования, аналогичны
Р2, которые могут принимать переменные Sg, g = . ,N, в рассматрива¬
емой задаче. Целевой функцией является д.тителыюсть плана t(s\, . . . .
искомым решением — такая последовательность значений для
которой . . . , Sjv) ^ io.

Пусть v-й план (v-я итерация) получен с помощью последовательности
правил Sg = Pi, Р2; g = i,. . . , N, и длительность этого плана равна
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Г. Тогда па (v-l-l)-n итеращш будем пользоваться последовательностью
правил {5;,.}'''+^ получешюп пз последователыюстп {5^}’'' по следующему
правплу.

С пероятпостыо р''' g"-!! элемент v-ii последовательности изменяется

(если sg’' =Pi, то с вероятностью &V = ̂ 2, ТОп  если

V+1V+1
= Sg'’. Здесь= Pi) II с вероятностью (1 — р') Sgс вероятностью p^'Sg

pv = (i^_io)Ao'.
Предполагается, что члены последовательности изменяются независимо.
Теоретически доказано [11], что omicamibui итеративньи! процесс сходит
ся, т. е. что за конечное число шагов с вероятностью единица будет полу-
4L4ia последовательность {sg}'’, для KOTopoii будет справедливо неравенст
во ^/о (допускается, что такой план с^чцествует). Если такой план
получен, то задается новое, меньшее значение н повторяется оппсаппый
птератшзпьп! процесс. Вычисления прекращаются, когда за фикспровап-
пое число iiTepanuii (фиксированное время) не получен план с длитель
ностью, меньше!’! последнего значения to.

В дальне!1шем метод решения с помощью описанных выше автоматов
будем называть итеративным.

Может случиться, что среди деталей, образующих очередь перед стан
ком, будет несколько деталей с одинаковым приоритетом. Можно выорать
для обработки ту деталь, которая раньше поступила  в очередь, либо деталь
с напмеиыним нлп наибольшим помором п т. д., либо произвести случай
ный выбор. В последнем случае последовательность определяет план
неоднозначно, каяедон такой последовательности будет соответствовать

в общем случае различной длительности. Таким\я<е несколько планов
образол!, общее число допустимых планов (в условиях применения двух
правил) мояхот значительно отличаться от 2*^.

Пред11оло/КШ1, что выбор детали пз числа имеющих одинаковые прио-
рптеты, детерминированный. В этом случае календарный план определяет
ся цоследовательиостыо {sg} одпозыа^гио. Очевидно, число итераций, не
обходимое для нахождения плана с длительностью t  ^ ^о, зависит от ве
личины вероятности р. Если р мало (р'^1/Л^), то с вероятностью, олпз-
кой к единице в течение нескольких итерадш! будет получаться одна н та

последовательность {sg}, что приведет к нерациональному использова
нию мащинпого времени. Если же р велико, то соседние иоследовательио-
сти будут сильно отличаться друг от друга п поиск сведется к «слепому».
Поэтому величину р следует ограничить как снизу, так и сверху. Нижнюю
границу можно назначить, руководствуясь следующими сообра/кепиями.
Получение последовательности пз {sg}'’ можно ннтериретировать
как незавпсимые испытания Бернулли с вероятностью успеха в каждом
иснытапин р"^ и вероятностью неудавд д'^ = i р'^.

Величину ртт можно выбрать, например, из условия, чтобы^ за
Л' = тХ J иснытаний вероятность либо одного, лпоо двух,.. ., лиоо к
благоприятных исходов была максимальной, т. е. чтобы вероятность того,
что последовательности {sg}^+^ и {sg}^ отличались лпоо одним, либо дву
мя, . . . , либо к членами, была максимальной А: — небольшое целое -число).
Эта вероятность равна Cn^pq''^ + ● ■ . + ^ ^

● (1+ ;^/2! + . ..+ ̂ ^-‘/А:!), где Х = Л> (индекс  х опущен), /с = 1, 2,. ..

же

* Существуют зэдэчп, для которых сильно ОТЛИЧАЮЩИМСЯ друг от другй поело
дователыюстям {у®} соответствуют близкие значения целевой функции. В этом с.’^'чае
р'' можно определять по формуле /?'’ = c{f^ to) / /о, где с > 1 пекоторый «коэффи
циент усиления».
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Максимальное ее значеппе достигается в точке Яо, являющейся корнем
уравнения Я.* = А:! Отсюда определяем ртш = Яо / N. ртш можно определить,
например, п следующим образом. Потребуем, чтобы вероятность того, что
последовательности п отличаются хотя бы одним элемептом,
была равна заданной величине Ро. Тогда Pmin = h/N, где >.о — корень
уравнения 1 — е-'- = Ро-

Сверху значеппе р целесообразно ограничить Уг- Таким образом, р'^ =
= min {шах (i" — ^о) /^о]V2}, т. е. Яо/Л^ ^ ^ V2. Если
1ГИЗМ выбора детали из числа имеющих одхшаковые приоритеты случай
ный, то достаточно ограничить р'’ сверху. Ограничивать р'’ снизу нет необ
ходимости, поскольку вероятность того, что при таком механизме выбора
будут получаться одинаковые планы, близка к нулю. Это выполняется те.м
точнее, чем больше размерность задачп. Итак, в этом случае р'’ =
= min [ — io) / fo, V2].

Как уже отмечалось, еслп ближайшая цель достигнута, т. е. получек
Хйлан длительности не выше заданной, то для получепия лучшего плана
следует задать новое, меньшее значение и т. д. Последовательность
значений to можно задавать различными способами. Она может быть либо
фиксированной, либо формироваться в зависимости от получаемых резуль
татов. Задание фпкспрованной последовательности достаточно пропзволь-
по и, по-видимому, в общем случае трудно дать какие-либо рецепты ее
выбора. Для выбора нефиксированной последовательности можно предло
жить достаточно разумные п обоснованные правила. Пусть па некоторой
птерацпп vo получен план длптельностп ^ /о, тогда новое значение
можно рассчитать по формуле to = — Д, где А — некоторая положитель¬
ная величина. Определим ее из условия

меха-

А Я.0 pmin
= const, откуда АPmin ——А

Итак, нужно задать только первое значение to, все последующие опре-
1

где — длительность плана, пе

N 1  Pmin

1 -Ь %o/N
деляются по формуле =

превосходящая предыдущего значения to.
Как видно из этих формул, значение шага А уменьшается пропорцио

нальЕО уменьшению ^о- Ниже приводятся результаты применения описан
ного метода для решения задач типа т X п X J. Задачи были заимствова
ны из [4]. В качестве локальных правил Pi п Рг использовались SIO ::
LRT (в отличие от [4] пе модифицированные)*. Прп назначениях на об
работку деталей, равноправных с тош^п зрения используемого локального
правила, предпочтение отдавалось детали с наибольшим номером. Это
зумеется, ограничило область попска п было сделано исключительно
упрощения программы и экономии машинного времени.

При отсутствии оценок близости получаемых планов  к оптимальному
об эффективности метода можно судить, сравнивая результаты, получен
ные с его помощью, с результатами, полученными с помощью случайных
комбинаций правил, т. е. таких комбинаций, в которых оба правила
пользуются с равной вероятностью (аналогично [4]). В дальнейшем
иск, производимый с помощью итеративпого метода, будем называть

1Г

ра-
радц

пс-
по-
па-

■, а поиск, в котором используются случайные комбинации
случайным.

1фавлегшым,
правил, —

На рис. 3—5 приведены результаты математического эксперимента:

* Обьгшые правила SIO и LRT для задач 10 X 10 X 10 и 20 X 5 X 5 оказались зна
чительно эффективнее модифицированных [4].
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диаграммы кумулятпвного распределения. Здесь по оси абсцисс отложе
на календарная длительность плана а по оси ординат — число планов г
с календарной длительностью, меньшей пли равной t*.

Прокомментируем кратко полу
ченные результаты.

Задача 6X6X6 (рис. 3). Число юо
планов малой длительности, получен-

Г'

Г /
ное с помощью направленного поиска,
оказалось значпте.льно больше, чем
д.ля случайного поиска. В [4] указано
на существовапие строгого оптимума
для данной задачи, равного 55. Как с
помощью направленного, так и с по
мощью случайного попска были полу
чены выборки, объем каждой из кото-

1500 планов. Брых составлял около

I

/
I

75 7
/г

/
/

/
50-

/

обеих выборках отсутствовали планы
с длительностью меньше 59. По-види
мому, использование только правил
SIO п LRT вообще не дает возможно-

план. Наличиести получить такой

I
J
I

I
15- (

большого числа планов одинаковой
длительности можно объяснить тремя О
причинами.

1) Таких планов действительно
85 t-

Рис. 3. Задача 6X6X6. Диаграмма
кумулятпвного распределения: 1 — слу
чайный поиск; 2 — направленный поиск

65 7555

лшого.

2) Разным последовательностям
{Sff) соответствует одна и та же оче

редность обработки деталей. (Если в очереди перед станком имеется одна
деталь то oL и будет назначена на обработку незавпсимо от используемо
го локального правила. В задачах малой размерности такая ситуация мо-

^  Во всех задачах независимо от размерности это
свободы выбора деталей ижет встречаться часто

имеет место в конце обработки, когда уже
' порядок их обработки определен однозначно.J „ йттття гпгтчнлена

3^ Послеповательностп {sg} совпадают. Программа была составлена
такГ1тобы вероятность совпадения двух соседних посяедовательностеи для

“®%адачТ20х''5Х5“(рГ?)“ Направленный поиск но сравнению со с^-Задача 2U X о л IP 7  большее количество планов малой дли-
наиболее короткий план. Пра-

нет

чанным дал не только значительно

соответствующая использованию предпринята попытка путем
Лучших планов ?°7™™ д̂а|етств^ощего применению только прави-

л^8“ ;ГГп“пТе?ьщ“й ДЛИтелГно-^ти. В^результате были найдены

(V- помо^еГнГт"чено как большее количество планов малой длительности,
короткий план.

п

* Нс тттгг ч пиело планов с календарной длительностью, меньшей пли равной t,
На рис. 3-5 число пла значений t. Этп несколько точек соединены

точно определено лишь для
прямыми для наглядности.

5  Экономика и математические методы, М 4
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Результаты позволяют сделать ряд выводов.
1. Комбинация локальных правил может дать план значительно более

короткий, нежели лучшее из npaBnvT. (Это является дополнительным  под
тверждением выводов [4].)

2. Метод итерации определения оптимальной последовательности ло
кальных правил календарного планирования оказался заметно эффектпв-
iree случайных комбинаций локальных правил.

40

го

опоо 1300 <■ 1400 1500 ;боо t

Рис. 4. Задача 20 X 5 X 5. Диаграмма кумулятив
ного распределения: 1 — случайный поиск; 2 — па-

правлеппый поиск

3. Описанный итеративный метод представляется более эффектпвиылг
по сравнению с методами обучения, предложенными в [4]. Последние дали
лишь некоторое увеличение количества планов малой длительностп по
сравнению со случайными комбинациями правил, чем была доказана
возможность обучения. Однако напболее короткий план с помощью обу
чения был получен лишь для одной задачи (20 X 5 X 5) и лишь для одно
го из четырех испытанных способов обучения. Во всех остальных случаях
наиболее короткие планы получались при случайных комбинациях
кальпых правил.

4. Итеративная процедура выгодно отличается своей исключительной
простотой в смысле реализации на ЭВМ и требует для своего применения
меньше вычислений и объема памяти машины,
Программа, реализующая итеративный
отличается от программы, реализующей случайный поиск, причем скоро
сти счета по обеим программам практически

5. Итеративный метод можно
новке, отличной от
лишь тип локальных правил, существо метода при этом не изменится.

В заключение у1«ажем иа способы возможного улучшения качества ре
зультатов решения, а также на некоторые другие методы определения
оптимальной последовательпости (5^}.

Увеличелие числа используемых правил хотя и приведет к увеличе-

ло-

чем методы обучения [4].
алгоритм, лишь незначительно

совпадают,
применить для решения задач в поста-

рассмотренной. От постановки задачи будет зависеть

4
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иию объема вычислений, безусловно, будет способствовать получению
более коротких планов. В [4] указывается на целесообразность при
менения в качестве локальных правил, которыми пользуются высококва-
лифпцнрованные рабочие. Результаты исследования дают основания пред
полагать, что с помощью птеративноы процедуры мон^ет быть найдена
комбпиацпя этпх правил, которая будет лучше каждого из правил в от
дельности.

7П0

150 -

100-

50

Оwoo 1050 1100 1150 ПОО t

Рпс. 5. Задача 10 X 10 X 10. Дпаграмма кумулятивного
распределения: 1 — случайный поиск; 2 — направленный

поиск

Выше был рассмотрен случай пспользованпя в схеме простейшего авто
мата. Представляет, однако, интерес пспытать в качестве автомата Ag,
g = 1,. .. , более сложный стохастический автомат, например, с четырь
мя внутренними состояниями, определяемый графом, показанным на
рис. 6.

Состояниям 1, 2 автомата соответствует выход Pi,  а состояниям 3, 4 —
выход р2.

Для определения оптимальной последовательности {sg}, g =
интересно в качестве автомата Ag испытать автомат  с формируемой

структурой, определяемый графами, приведенными на рис. 7. Это автомат
с входом, прпыиматшцим значения At <С 0 п Ai ^ 0; первым т его состоя
ниям соответствует выход Pi, остальным т состояниям — выход Рг; At —
приращение фушщии i(sj,. . ., s^r) за одну итерацию. Вероятности перехо
дов здесь не являются постоянными, а зависят от значений At и to сле
дующим образом:

At

)■р = max ^ pmin, сс
Ci — константа, О <С а ^ 0,5.

q = i — p, где
to

5*
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Нетрудно видеть, что выбор такого значения р уменьшает вероятность
изменения последовательности {sg} в случае успеха (At <; 0) и увеличи
вает эту вероятность в случае неудачи (At^O). ршш  — некоторое мини
мальное значение вероятности перехода. Для рассматриваемых задач, как
правило, 1 At] t и, следовательно, p^q.

Заметим, что при а pmin получаем автомат с линейной тактикой. Не
безынтересно выяснить возможность применения схемы, изображенной

р.
Р

V
Я

Q

на рис. 1^ для определения оптимальной (или близкой к оптимальной) по
следовательности вероятностей использования каждого правила в каждом
пункте решения.

Очевидно, в случае полного обучения такая последовательность будет
'СОСТОЯТЬ лишь из нулей и единиц. В качестве автомата Ag, g = l,.
можно использовать автомат (рис. 7), имеюш;ий другие выходы. Анало
гично [9, 10], пусть состояниям автомата с номерами, меньшими или рав
ными т, соответствует выход -}- 1, а состояниям с номерами, большими
*т, — выход — 1.

Пусть g = 1,. . ., А,— последовательность вероятностей исполь-
'лованпя правила Рь полученная на л'-й итерации. Тогда для (v+1)-

гИ + g = 1,. . . , Л*
-f-1, если номер состояния, в котором находится автомат Ag на

(v-|-l)-H итерации, меньше или равен и —1 противном слу

чае; h — шаг изменения вероятностей за одну итерацию; 0 ^ ^ 1.

Автор выражает благодарность Б. А. Лагоше и Г. Я. Фридману за по
лезные замечания.

и
последовательности полагаем где
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